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-it  wenig  Worten  möchte  ich  im  Vorworte  auf  einige  Punkte 
des  vorliegenden  2.  Teils  aufmerksam  machen,  die  bisher  eine  ab- 
weichende Behandlung  erfahren  haben. 

Die  Addition  mit  Buchstaben  ist,  um  sie  vollständig  geben 
zu  können,  auf  gebrochene  Coefficienten  ausgedehnt  worden,  da 
sie  ohnehin  nicht  blofs  auf  die  Sätze  der  Addition  beschränkt  wer- 
den kann.  Bei  manchen  Sätzen  einen  Unterschied  zwischen  com- 
mensurabeln  und  incommensurabeln  Gröfsen  zu  machen,  halte  ich 
für  unmathematisch,  da  es  gleichgültig  sein  mufs,  wie  grofs  das 
gemeinsame  ^Nlafs  der  Zahlen  ist.  Bei  Behandlung  des  §.  68  habe 
ich  weniger  den  ^Mathematiker,  als  vielmehr  den  ungeübten  Ler- 
nenden vor  Augen  gehabt.  Dies  schien  mir  um  so  mehr  gerecht- 
fertigt, als  die  Lehrbücher  manche  dieser  Sätze  in  recht  unver- 
ständlicher Weise  vortragen.  Notwendig  war  es,  auf  irgend  eine 
Art  der  Verwirrung  hinsichtlich  des  Begriffes:  Binomialcoefficient 
ein  Ende  zu  machen  (s.  §.62,  1,  2.  Anmerkung).  Eine  Bereiche- 
rung des  bisher  bekannten  mathematischen  Stoffes  habe  ich  an 
verschiedenen  Stellen  versucht,  mache  jedoch  hier  nur  auf  die 
nachstehenden  aufmerksam:  §.  52,  14,1,  Anm.  (in  Verbindung  mit 
§.  66,  1,  3.  Beisp.)  —  §.  61,  5  —  §.  62,  7  (Beweis!)  —  $.  62,  8 

—  §.64,  1,  V  —  §.  66  (in  verschiedenen  Punkten)  —  §.  68,  15  — 
§.  69,  26  —  §.  69,  28,  II  bis  V  —  §.  70,  1,  5.  Zus.  —  §.  71,  1,  g 

—  §.  71,  1 ,  4.  Zus.  —  §.  72.  2  —  §.  73,  6,  5.  Zusatz  (Tabelle,  mit 
Rück.sicht  auf  §.73,  14,  3.  Zusatz)  —  §.73,  26,  III  —  §.  73,  37 
(Tafeln). 

Der  vorliegende  2.  Teil  wird  sicherlich  auch  Angriffen  von 
solchen  Kritikern  ausgesetzt  sein,  die  den  I.Teil  recensierten,  nach- 
dem sie  einen  Paragraph  (z.B.  §.  18)  und  aufserdem  die  Über- 
schriften einiger  anderen  Paragra])hen  gelesen  hatten,  die  unter 
„Lehrgang"  nur  die  titulare  Anordnung  des  Stoffes,  nicht  auch 
die  Art  der  Darstellung  und  Beweisführung  verstehen  und  die  den 
Standpunkt,  welchen  sie  in  der  Wissenschaft  einnehmen,  als  den 
allein  mustergültigen  ansehen.  So  sagt  z.  B.  ,,II."  im  „Archiv  der 
Mathematik",  dafs  der  I.Teil  „sich  nicht  einmal  durch  eigenartigen 
Lehrgang  von  den  gewöhnlichen  Lehrbüchern  wesentlich  unter- 
scheidet".    Dem  H.  scheint   es   also  sehr  s-leichgültig  zu  sein,   in 


VI  Vorwort. 

welcher  Weise  die  Sätze  entwickelt  werden  (s.  z.  B.  die  §§.  2  u.  3, 
§.  7,  9  u.  s.  w.),  er  scheint  auch  nicht  bemerkt  zu  haben,  dafs  das 
Werk  fast  in  jedem  Paragraph  (abgesehen  von  §.  18)  sehr  viel 
Neues  im  Sinne  des  wesentlichsten  Fortschrittes  hat.  Weiter  sagt 
H.:  „Der  natürlichen  Entstehung  der  (3perationen  mit  successiver 
Erweiterung  des  ZahlcnbcgrifFs  entspricht  implicite  der  Vortrag, 
doch  macht  er  nicht  darauf  aufmerksam,  verhüllt  eher  die  Bezie- 
hung." Das  Unsinnige  dieses  Ausspruches  Avird  wohl  jedem  klar 
werden,  wenn  er  die  Schliifsbemcrlcungen  der  §§.  17  u.  18  gelesen 
und  die  Entwickelung  der  7  Species  studiert  hat.  Neugierig  bin 
ich,  welchem  Werke  in  dieser  Beziehung  H.  den  Vorzug  geben 
will.  Die  Sätze  des  §.  18  erklärt  II.  durchgängig  für  falsch,  scheint 
also  nicht  zu  Avisscn,  dafs  dieselben  (abgesehen  von  der  Definition 
für  0)  in  der  höhern  Mathematik  vollkommen  gleich  lauten,  dafs 
z.  B.  dy  und  dx  im  endlichen  Verhältnis  stehen.  Die  Definition 
für  oo  (keine  Zahl?)  hätte  H.  wohl  ganz  anders  ausge8})rochen, 
nie  aber  richtig,  wenn  er  den  (jcsctzen  der  Ijogik  zufolge  alle 
mit  „unendlichgrofs'*  synonymen  Begriffe  vermeiden  will.  Ich 
bleibe  dabei,  dafs  es  nur  eine  Null  geben  darf,  die  der  höhern 
und  niedern  Mathematik  zugleich  genügt,  dafs  jedoch  dem  An- 
fänger zunächst  0  als  „  absolutes  Nichts "  zu  geben  ist  (s.  das  Vor- 
wort zum  1.  Teil  und  §.  9,  6).  In  dieser  Beziehung  sei  noch  auf 
die  6  letzten  Zeilen  des  §.  18  und  die  ersten  Zeilen  von  §.  18,  13 
aufmerksam  gemacht.    Auch  scheint  es  mir  selbstverständlich,  dafs 

0  Meter  nicht  =  0  Liter,  —  0  nicht  =  +  0  sein  darf,  dafs  -^  für 

0  als  absolutes  Nichts  nicht  die  entfernteste  Ähnlichkeit  mit  oo  hat, 
dafs  man  überhaupt  nie  in  Zweifel  sein  darf,   ob  eine  vorliegende 

0  absolutes  Nichts  oder  aber  —    ist.      Ein    wiener   Kritiker    sagt 

ferner:  „Wäre  Null  eine  Zahl,  dann  wäre  «o  nicht  =1,  -—  nicht 

der  Ausdruck  der  Unbestimmtheit,  und  das  Rechnen  mit  null- 
niachenden  Faktoren  hätte  nicht  Widersprüche  zu  seinem  Ergeb- 
nisse".    Diese  Ansicht   ist   jedoch   der  Wahrheit  genau  entgegen- 

gesetzt,   denn   nur  mit  0  als  „unendlich  klein"  ist  bekanntlich  -- 

unbestimmt  und  nur  mit  0  als  unendlich  klein  nebst  Ausschlufs 
von  0  als  absolutes  Nichts  lassen  sich  gewisse  Fehler  vermeiden. 

Leipzig-,  Mai  1884. 

Der  Verfasser. 
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§.  52.     Einleitung  in  die  allgemeine  Zahlenlehre.     Gebrauch 
der  allgemeinen  Zahlen.    Glied. 


1.  Das  mathematische  Denken  ent\^nckelt  sich  aus  dem  Be- 
griffe „Gröfse"  und  ..Einheit'',  führt  daher  unmittelbar  zu  den 
speciellen  Zahlen,  von  welchen  die  allgemeinen  (s.  §.  1,19)  erst 
abstrahiert  werden.  Der  Geo;enstand  unserer  bisherig-en  Betrach- 
tungen  (1.  Teil)  sollte  daher  diesem  Entwickelungsgange  geraäfs 
zunächst  nur  das  Eechnen  mit  speciellen  Zahlen  sein,  dennoch 
konnten  Avir  der  allgemeinen  Zahl  nicht  ganz  entbehren,  wenn  die 
Gesetze  und  Regeln  für  das  specielle  Rechnen  als  allgemeingültige, 
als  vollkommen  evidente  hingestellt  werden  sollten.  Dem  Anfäns^er 
wird  die  allgemeine  Zahl  (der  Buchstabe)  kein  Hindernis  hinsicht- 
lich des  Verständnisses  der  mathematischen  Sätze  gewesen  sein, 
vielmehr  umo;ekehrt  zur  o-röfseren  Klarheit  derselben  geführt  haben, 
da  sie  einerseits  nur  in  den  allereinfachsten  Formen  und  nur  mit 
Rücksicht  auf  die  leicht  zugänglichen  ersten  vier  Species,  anderer- 
seits nur  mit  Gegenstellung  der  speciellen  Zahl  auftrat. 

Eine  Vervollständisrung  der  o-ejrebenen  Lehren,  ein  tieferes 
Eindringen  in  das  Wesen  der  allgemeinen  Zahl  und  in  das  Rech- 
nen mit  derselben,  namentllich  in  Bezug  auf  die  noch  fehlenden 
höheren  Species,  ist  um  so  nötiger,  als  dann  allein  die  Lösung 
von  mathematischen  Aufgaben  möglich  wird,  bei  denen  uns  die 
specielle  Zahl  entweder  gänzlich  im  Stiche  läfst,  oder  nur  in  sehr 
unvollkommener  und  zeitraubender  Weise  zum  Ziele  führt. 

2.  Die  allgemeine  Zahlenlehre  (Buchstabenrechnung)  ist 
die  Lehre  von  den  allgemeine  Zahlen  enthaltenden  Gleichungen 
(s.  §.  5). 

3.  Das  Eechnen  mit  Buchstaben  stellt  sich  der  nur  mit  dem 
Ziff'en-echnen  vertraute  Anfänger  oft  als  ein  sehr  unbeholfenes 
vor,  da  er  sich  z.  B.  die  Summe  a-\-b  nicht  anders  als  in  der- 
selben Form  denken  soll,  Avährcnd  die  Summe  3  und  4  zur  ein- 
fachen Zahl  7  wird.  Bei  näherer  Bekanntschaft  mit  dem  Buch- 
staben-Rechnen wird  sich  jedoch  diese  Unbeholfenheit  nur  als  eine 
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scheinbare  herausstellen.  Zunächst  mag  durch  ein  Beispiel  gezeigt 
werden,  dafs  die  Buchstabenrechnung  neben  anderen,  sogar  noch 
hervorragenderen  Vorteilen,  das  ZifFerrechnen  in  den  meisten 
Fällen  bedeutend  vereinf\icht. 

N  soll  mit  den  2  gegebenen  Zahlen  987  und  789  in  folgender 
Weise  operieren:  Die  Summe  beider  Zahlen  (987  +  789  =  1776) 
soll  er  zuerst  mit  ihrer  Differenz  (987 — -789  =  198)  multiplicieren 
(=  1776- 198  =  351648),  hierauf  soll  er  die  kleinere  Zahl  mit  sicli 
selbst  multiplicieren  (789-789  =  622521),  das  erhaltene  Produkt 
zu  jenem  ersten  addieren  (351648  +  622521=974169)  und  die 
Smume  endlich  durch  das  Doppelte  der  gröfseren  Zahl  (also  durcli 
2  .  987=  1974)  dividieren. 

Er  würde  974169: 1974  =  493yVTT  =  493^  erhalten. 

Diese  anstrengende  Rechnung  wird  nun  durch  die  Buchstaben- 
rechnung in  folgender  Weise  abgekürzt: 

Man  nennt  die  gröfsere  Zahl  a,  die  kleinere  h.  Folglich  ist 
zunächst  das  Produkt  {a  +  />)  {a  —  h)  zu  berechnen  und  um  das 
Produkt  hb  zu  vermehren.  Man  erhält  (a +  &)  (a  —  h)-\-hh.  End- 
lich ist  diese  Summe  durch  das  Doppelte  der  gröfsern  Zahl  a  zu 
dividieren.     Es  ergiebt  sich : 

{a^h){a  —  h)-\-bb      .^.        .       . 

\ .     Dies  aber  ist 

2  •  a 

_iaa±ah-ab-bb)±bb_        ^  ^     ^^  ^  ^us.) 
2  a 


aa-\-ab  —  ab  —  bb  -\-  bb 


(s.§.7,4) 


2« 
=  |^(s..9,7) 

=  Y  («-S'l^'l^). 

Anstatt  also  die  Rechnung  mit  987  und  789  auszuführen,  ge- 
schieht dies  einfacher  und  Aveit  sicherer  mit  a  und  b,  und  man 
erfährt,  dafs  das  Resultat  stets  die  Hälfte  der  gröfseren  Zahl,  in 
Bezug  auf  das  specielle  Beispiel  also  987:2  =  493^  sein  mufs. 
Hätte  N,  wie  es  bei  Berechnung  von  Tabellen  vorkommt,  jene 
Rechnung  zuerst  mit  987  und  789,  dann  mit  3459  und  67,  hier- 
auf mit  257  und  189  u.  s.w.,  im  ganzen  mit  1000  solchen  Zahlen- 
paaren auszuführen,  wie  viel  Zeit  würde  er  alsdann  nötig  haben, 
wenn  er  bei  jeder  einzelnen  Aufgabe  die  zusammengesetzte  Rech- 
nung vornehmen  müfstc,  wie  sie  zuerst  987  und  789  zeigten!  Hier 
würde  sich  der  eminente  Vorteil  der  Buchstabenrechnung  im  hell- 
sten Lichte  zeigen.  Denn  er  lüiirte  die  Rechnung  nur  einmal 
mit  a  und  b  aus  und  fände  dann  die  Lösuno:  sämtlicher  1000  Auf- 


§.  52.     Einleitung  in  die  allgemeine  Zahlenlehre.  3 

gaben  einfach  dadm-ch,  dafs  er  bei  jeder  einzelnen  die  gröfsere  Zahl 
durch   2  dividierte. 

Anmerkung.     Einen   solchen   Ausdruck    (wie   hier  ^  ),    der 

eine  Aufgabe    allgemein   und   damit   alle  speciellen  Aufgaben  der- 
selben Form  löst,  nennt  man  eine  Formel. 

4.  Als  allgemeine  Zahlen  benutzt  man  am  häufigsten  die 
kleinen  lateinischen  Buchstaben,  zuweilen  aber  auch  grofse  latei- 
nische Buchstaben  (A,  B,  .  .  .  .,  A',  F,  .  .  .  .,  z.  B.  für  zusammen- 
gesetztere Ausdrücke),  griechische  Buchstaben  (siehe  nachstehende 
Tabelle),  selbst  besondere  Zeichen  (z.B.  Ö  + 23  + 23  =  3  ö).  Mit 
Rücksicht  auf  solche  Zeichen  sind  daher  auch  die  Ausdrücke 
,. Buchstabe  und  Buchstabenrechnung"  unpassende. 

Kommen   in   derselben  Rechnung   (resp.  Aufgabe)  grofse  und 
kleine   Buchstaben   vor,    so    hat    man   diese   beim  Aussprechen   zu 
unterscheiden.    Ab  -\-  a  IT  gelesen:  ,.Grofs  A  Quadrat  mal  klein  b 
zur  dritten  plus  klein  a  zur  dritten  mal  grofs  B  Quadrat." 
Die  griechischen  Buchstaben: 

M  Alpha,  I      i  Jota,  q  Rho, 

ß  Beta,  I     X  Kappa,  a,?  Sigma, 

7'  Gamma,  /•  Lambda,  t  Tau, 

ö  Delta,  n  My,  i       v  Ypsilon, 

e  Epsilon,         {     V  Ny,  i       cp  Phi, 

'i  Zeta,  I  Xi,  x  Chi, 

t]  Eta,  I     o  Omikron,  ip  Psi, 

1^  Theta,  n  Pi,  o  Omega. 

5.  Gegebene  (bekannte)  Gröfsen  drückt  man  durch  die  ersten 
Buchstaben  des  Alphabets  {a,  b,  c,  cl,  .  .  .  .)  aus,  zu  suchende  (un- 
bekannte) durch  die  letzten  Buchstaben  und  zwar  durch  x,  y,  z, 
21,  V,  TV,  ....  Werden  z.  B.  in  einer  Aufgabe  4  unbekannte  Zahlen 
gesucht,  so  benutzt  man  als  erste  .r,  als  zweite  ij,  als  dritte  z, 
als  vierte  ic. 

Der  Anfänger  stellt  sich  unter  a,  b,  .  .  .  .  nicht  bekannte,  son- 
dern   unbekannte  Zahlen    vor,    da  er  die  Grofse  derselben  augen- 
blicklich  nicht  kennt.     Ein  Beispiel  mag  diesen  Irrtum  beseitigen. 
Aufgabe.     Welche  Zahl   ist  von  99   zu  subtrahieren,    wenn 
der  Rest  34  sein  soll? 

Auflösung.  Setzt  man  die  unbekannte  Zahl  =:r,  so  ist  den 
Bedingungen  der  Aufgabe  gemäfs 

99— .T  =  34. 
Da  nun  nach  §.  9,3  der  Rest  mit  dem  Subtrahend  vertauscht 
werden  kann,  so  erhält  man: 

a'  =  99  — 34. 
Wären    nun    nicht   die  Zahlen  99  und  34,    sondern  z.  B.  901 
und  138  gegeben,   so  w'ürde   die  Art  der  Auflösung  dieselbe  ge- 

1* 
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blieben  sein.  Man  könnte  daher  auch  folgende  allgemeine  Auf- 
gabe in  gleicherweise  behandeln: 

Um  welche  Zahl  ist  a  zu  vermindern,  damit  man  den  Rest 
b  erhält? 
Auflösung.     Die  unbekannte  Zahl  sei  x,  folglich  mufs  a  um 
X  vermindert  die  Zahl  h  geben,  oder  es  ist: 

a  —  x  =  h. 
Nach  §.9,3  findet  man  x=a  —  h. 

Hier  sind  also  a  und  h  nicht  unbekannte,  sondern  bekannte 
Zahlen. 

6.  Die  Symbole  a,  b,  c,  .  .  .  .  x,  y,  z  können  jede  specielle 
(positive   und  negative)    Zahl   vorstellen.     Es    kann   also   a   oder  x 

ebensowohl  0  oder  1,  wie  567|  oder  — -^,  ebensowohl  Vd    wie 

-\-  CO  oder  —  oo  vorstellen.  Soll  die  allgemeine  Zahl  nur  eine 
ganze  Zahl  vorstellen,  so  wählt  man  einen  der  mittleren  Buch- 
staben des  Alphabets,  namentlich  )i  (=  numerus),  m,  k,  h,  p^  r,  .  .  . 

R   •      -1      T      Ai^  x.    ■    ^   4(4  —  3)        4-1 
Beispiel.    Im  4Ji(Ck  sind ^ — —  =  —^  =  2, 

5(5  — 3)  _  5»2  _. 
"  "       »  2  2  "^ ' 

6(6  —  3)  _6-3^ 

allgemein:     Im  ?i-Eck  sind Diagonalen  möglich. 

Da  die  Anzahl  der  Ecken  einer  solchen  Figur  nicht  gebrochen 
(z.  B.  4|),  sondern  nur  eine  ganze  Zahl  sein  kann,  die  Anzahl 
der  Ecken  auch  nicht  erst  berechnet  werden,  sondern  sogleich  mit 
jener  Formel  gegeben  sein  soll,  so  kann  es  nicht  heifsen:  Im 
a-Eck  oder  a-Eck. 

Ist   nun  71=13,    will    man   also    die   Anzahl    der   Diagonalen 

eines  13  Ecks  kennen  lernen,  so  geht  r über  in 

13(13  —  3)        13-10        .^  .p..  , 

—  ^65  Diao-onalen. 


•2  2 

Die  Bedeutung  von  n  u.  s.  w.  richtet  sich  jedoch  ganz  nach 
der  Aufgabe,  so  dafs  man  n,  m,p,  ....  auch  für  unbekannte  Zah- 
len benutzt,  die  dann  wie  x,  ij,  ....  jede  nur  mögliche  Zahl  vor- 
stellen können. 

7.  Oft  wählt  man  solche  Buchstaben  und  Zeichen,  die  leicht 
an  den  Begriff  erinnern,   mit  dem  die  Gröfse  verbunden  ist.     Die 
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Summe  von  Zahlen  bezeichnet  man  z.  B.  mit  s,  die  Differenz  mit  d, 
das  Kapital  mit  k  oder  c,  die  Procente  mit  p,  den  Exponent  (bei 
geometrischen  Reihen)  mit  e,  die  Höhe  einer  Figur  mit  ?i,  den 
Eadius  des  Kreises  mit  r,  die  (durch  Grad,  ^Minuten  und  Sekun- 
den ausgedrückte)  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  mit  ü. 

Bei  gewissen  Begriffen  bezieht  sich  die  gewählte  Bezeichnung 
auf  das  lateinische  Wort.  Z.  B.  Geschwindigkeit  {ccleritas)  =^  c, 
Raum  {spafiufn)  =  s,  Zeit  {tempus  —  vorzüglich  Zeit  in  Sekunden) 
=  /,  Neigung  (ificUnafio)  =  i.  Der  Grund  liegt  darin,  dafs  früher 
die  wissenschaftlichen  Werke  in  lateinischer  Sprache  geschrieben 
wurden  und  diese  Ausdrücke  so  häufig  vorkamen,  dafs  ihre  Ab- 
kürzung eine  stehende  wurde. 

8.  Mit  Vorteil  bedient  man  sich  auch  der  gestrichenen  und 
bezifferten  Buchstaben.  «',  a" ,  d" ,  a^^,  ....  a  Avird  gelesen: 
„a  Strich,  a  zwei  Strich,   a  drei  Strich,    a  vier  Strich,  a  7Z Strich". 

Beispie  1. 


Führte  nun  eine  Aufgabe  in  Bezug  auf  diese  3  Dreiecke  auf  die 
Lösung:  _^c  +  *V4:&V^ 

a-\-a  -\-a 
so  würde    man    dieselbe   beim   ersten  Anblick  in  folgender  Weise 
durch  Worte  wiedergeben  können: 

Die    gesuchte   Linie   ist   gleich   der   Summe   der  Produkte 
der  Scheitelseiten,  dividiert  durch  die  Summe  der  Grund- 
linien. 
Hätte  man  die  Seiten  der  Dreiecke  a,  b,  c  —  d,  e,  f —  tj,  h,  i 

,  ,    .  bc-}-  ef-\-  M    -      ^,      ^      .  . 

genannt,  so  würde  man  bei  .*•=  -     ,     ,  ,  das  uesetz  nicht  so- 

"  a  +  d  +  fj 

fort  ablesen  können. 

a"^  liest  man:  „a  zwei  Strich  zur  fünften",  A'  :  „grofs /i 
Strich  zur  dritten". 

Eine  L,  2.,  3.,  4 Zahl    bezeichnet   man   auch   durch    die 

einem  bestimmten  Buchstaben  rechts  unten  angehängten  Zahlen 
1,  2,  3,  4,  .  .  .  .,  die  man  Zeiger,  Indices  (Einheit:  Index),  Suffixe 
nennt. 

In  t^,  f.„  L,  f^, f^,  gelesen:  „/  eins,  /  zwei,  /  drei,  /  vier 
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bis  ^/^",  bedeutet  ^^  die  erste  Zahl,  (^  die  zweite  Zahl  dieser  Zahlen- 
reihe u.  8.  w. 

^3  ist  nicht  mit  t  oder  /«S  u.  s.  w.  zu  verwechseln,  vielmehr 
bedeutet  t^  eine  einzige  Zahl,  wie  z.  B.  a,  ferner  hat  man  sich 
i?3  und  t^ ,  Avie  auch  a  und  a"  dem  Werte  nach  eben  so  verschie- 
den wie  a  und  b  oder  x  und  y  vorzustellen. 

«3    lies:  „a  drei  zur  vierten'',  B.^  :  „grofs  B  zwei  zur  dritten". 

9.  Für  gewisse  specielle  Zahlen  hat  man  Buchstaben  einge- 
führt. So  bezeichnet  man  in  der  Kreislehre  die  Zahl  3,1415926536 
mit  TT,  in  der  Lehre  von  den  Logarithmen  die  Zahl  2,718281828459 
mit  e. 

10.  Glied  ist  entweder  eine  einfache  Zahl,  z.  B.  a  oder  7,36, 

oder  ein  nur  durch  höhere  Rechnungsarten  als  Addition  und  Sub- 

bc 
traktion  entstandener  Ausdruck,  z.  B.  a  ,    -^.      Die    Glieder    sind 

o 

mithin  unter  sich  durch  +  und  —  getrennt. 

a,  bc,  ^  sind  eingliederige,  einteilige  Ausdrücke  oder  Mo- 

be/' 

7  /"#         h 

nomien  (Einheit:  Monom).     ^^'  —ir-  '-pr    ist    auch    ein    Monom, 

DD 

1  la     b         49  a& 
denn       •  ^  •  -    =  . 

2  o      b  dO 

h  ^ 
a-\-b,  a 1-  1  sind  vielgliederige,  vielteilige  Ausdrücke 

oder  Polynomien. 

a  —  h  ist  ein  2 gliederiger  Ausdruck  oder  Binom, 
"la-\-bc  —  3  6'     „     .,    3         „  ,,  „      Trinom, 

8a  —  Ib  —  6c^-f-— „     „    4         „  „  ,,      Quadrinom. 

11.  Entstehung  des  zusammengesetzten  Gliedes. 
1.         a-\-a-\-a-{-a=^A:'a^=\a 

a  -j-a  +  a=3a 
a-\-a  =  'la 

a=\a,  siehe  §.  10,1  und  §.  11,2. 

12;?  n 

a-\-  a-\-a -{-....  -\-  a=^ na-, 
ab-{-ab  =  2'ab  =  2ab; 

_«_a  =  — («  +  «)  (s.  §.  9,17)=  — 2a; 
—  a  —  a  —  a=  —  ia-\-a-{-  a)  =  —  3  a. 
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Dasselbe  erhält  man  nach  §.  51: 

—  7  — 7  —  7  =  3- ( — 7)=^  — 3-7,  daher: 

—  a  —  a  —  a  =  —  3  a. 

—  8  =  —  1  •  8 ,  allgemein  —  a  =  —  1  a. 

11.  Die  specielle  Zahl,  welche  mit  der  allgemeinen  multipli- 
ciert  ist,  nennt  man  Coefficient  (==  Anzahl),  die  allgemeine  Zahl: 
Hauptgröfse  (allgemeine  Einheit). 

In      3  a    ist  der  CoefF.     3,  die  Hauptgröfse  a, 
,,—2  ah  „      „        „    — 2,    ,,  „         ah. 

Da  a=la,  so  hat  man  sich  während  der  Rechnung  als 
Coefficient,  wenn  ein  solcher  fehlt,  1   zu  denken. 

Beispiel.     a-|-3  a=  1  a+ 3a. 

Glieder  mit  gleichen  Hauptgröfsen  nennt  man  gleichartige, 
z.  B.  3  a  und  4  a.  Ungleichartige  Glieder  sind  z.  B.  3  a  und  4  ah 
oder  3  a  und  4  a   (=  4  aa). 

III.     Umgekehrt  ist     3a  =  a-|-a-|-a 
2  ab  =  ab  -{-  ah 
la=a  (siehe  §.  lü,  2  und 3). 
Beim    Resultat   läfst  man   den  Coefficient  1    weg,    denn    man 
wird  nicht  cf=l-8,  sondern  x  =  S  schreiben.     Daher: 

nicht  X  =\  ab  ,               sondern  x  =  ah  , 
\-c  c 

„      x=  —  i-{a-}-b),        „       x  =  —ia-{-h), 
wofür  auch  x  =  —  a—  b  stehen  kann  (s.  §.9, 17). 

12.  Für  die  Addition  und  Subtraktion  mit  allgemeinen  Zahlen 
ist  es  unbedingt  nötig,  in  jedem  Gliede  den  Coefficient  von  der 
Hauptgröfse  unterscheiden  zu  können. 

Ad  f      A  4  4  4\ 

In   — _—  [  =  ^-d  oder  ,  d  nach  §.  13,  18)  ist  —   (oder-j-^   1 

der  Coefficient,   d  die  Hauptgröfse.     Denn   der  Coefficient  ist  die 

specielle  Zahl   (hier  — ),  welche  mit  der  Hauptgröfse  (d)  multipli- 

.  4        . 

eiert  das  gegebene  Glied  giebt.     Da  nun    ^      mit    d    multipliciert 

4  4</  ^         .  .         . 

=  —  </=——  (s.  §.  13,19)  =  dem  gegebenen  Gliede,  so  sind  hier 
o  o 

Coefficient  und  Hauptgröfse  richtig  bestimmt. 

4  Ad  4.2. 

Anmerkung.     Besser  hIs   -.- d  schreibt  man  — ^— ,  denn  -.r      ücRt 

8  4 

dem  Resultat    , .    näher  als    , .  .2. 

10  10 
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lab ;  CoefF. :  -(-  7,  Hauptgröfse :  ab. 

X                       1                                ,             1                  l-a- 
"5"'       "        ~~b'  "  a:,  denn — '^'^= g" 


=  -|^    (8.11,111) 

1, 

»? 

a  ,  denn  1  • «  =  a  . 

-1, 

>? 

b\      „      _l.^,*  =  _ft 

-1, 

r 

ww  p  . 

2    3 

—  mnpi      „ 

Anmerkung.  Die  hier  auftretenden  speciellen  Zahlen  2  und  3  er- 
innern nicht  etwa  an  den  Begriff  Coefficient,  da  das  gegebene  Glied  durch 
diese  Zahlen  zu  — mrinppp  wird  (s.  §.  14). 

\4:X  14  X 

—^ — ;  CoefF.:  -\ — —  (oder  4|),  Hauptgr.  -  ,   denn 

14       .T  X 

Wenisjer  praktisch  schreibt  man  —^r-  •  -—  oder  4^  ^~. 
;  CoefF.:  — 13,  Hauptffr.  — ,  denn  —13 = '—— 

m  ' 
5  5  1 


6a&'       "  6'        "         ab' 

17  17  1 

-r — ;        „  -r—  (oder  d}),     Hauptgr.  — .       Hier     würde 

1  .  .  2 

5i" —    ofFenbar    unpraktisch    sein.     5-x-^   aber 

2 

hätte  die  Bedeutung  5  •  -^-7,  da  das  Nebenein- 

o  X 

anderstellen  der  Zahlen  ihre  Multiplication  an- 
zeigt (s.  §.  31,3). 

—  5|;         „        —H,  Hauptgr.  1. 

J .  o  ?     Da  durch  ^  *      der  Wert    des  CoefF.  in  einer  Form 
0,13  0,13 

erscheint,    die    in   der  Praxis   nicht  benutzt   werden   kann,    so  hat 

0  8 
man       *     a    zunächst    in    6,154^7    zu   verwandeln.     Daher   ist   der 
U,  1  ö 

CoefF  =6,154,  die  Hauptgr.  =a. 
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2,09  .ry  ■ 


Man  denke  sieh 


=  —  0,4  /  8d : 


2,09     xy  xy  xy 

daher  der  CoefF.  =  —  0,4785:    die  Hauptor.  = — . 

13.  Die  Zahlen  eines  zusammengesetzten  Monom  ordnet  man 
stets  so  an,  dafs 

das  Einfache  dem  Zusammengesetzten, 

„    Specielle     „     Allgemeinen, 

„     Bekannte    ,,      Unbekannten, 

„     Rationale     „      Irrationalen 
vorausgeht.     Die  Buchstaben  sind  aufserdem  (im  allgemeinen)  al- 
phabetisch anzuordnen. 

Daher:   nicht  xa2,  sondern  2a,r: 

„      cbji-,  ,.         hcjL-\ 

„     2. /•(«  +  />),  „        2  (a +  *)./•; 

„      (a  +  2)3.r,         „         3(a-H2).r; 
„      {h  —  b)h,  „         b{b  —  h): 

y,      r'n,  „         nr,    wenn  n  die  spe- 

cielle Zahl  3,1416  be- 
deutet; 
„      \/Y-'o,  „         5  VF; 

„     Va-b,  „        bV  a; 

„na,  „        an,   wenn  n  jede   nur 

mögliche  Zahl  vorstellt; 
„      an.  „         na,  wenn  n  eine  ganze 

Zahl  bedeutet,  denn  '2  a,  3  a,  4  a,  allgemein  na. 

Soll  V2  mit  ./•  multipliciert  werden,  so  ist  nicht  V'2-''  zu 
setzen,  weil  dies  leicht  mit  V  2.r  verwechselt  werden  konnte.  Man 
schreibt  entweder  V2-.r  oder  ,rV2. 

a  —  2b  —  3c-\-4d  .     ,,  ,        ,     ,,.  .  a  —  2b. 

— trennt  mau  in  ioli;ender  Weise: • 

m  ^  m  • 

:  —  3  c  -f  4  (/ 

14,  Anordnung  der  Glieder  eines  Polynom. 

I.  Während  der  Rechnung  ordnet  man  die  Glieder  streng 
Icxicographisch  (wie  die  Wörter  eines  Wörterbuches)  und  nach 
ununterbrochen  ab-  oder  aufsteigenden  Potenzen  der  IIau])tgröfse. 
Daher  ist  nicht  c-\-a  —  //,  sondern  a  —  h -\- c  zu  schreiben;  nicht 
b  —  a,  sondern  —  a-\-  h;  nicht  2  ab  —  3  b'  —  ö  a  ,  sondern 
—  h  a^  -\-2ab  —  3//   (denn  —  b  aa-\-2ab  —  3  bb)-. 
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nicht  —   /« äT  "^"^     "'"^    (nach  §.  15,3  ist  ~ö~  =  ^3~-  )' 

sondern  entweder: 

4  r  -  4 

a         ,         3  -2,0«  1  iJ«  „2,3  ö 

.-  +  a  —  /«  +  -^,  oder:  -^ /  a  +a  — — . 

Kommen  in  derselben  Aufgabe  (resp.  Kechuung)  mehrere  Poly- 
nomien  vor,  so  sind  sie  sämtUch  nach  einerlei  Princip  anzuordnen. 
Sind  z.  B.  0^—3«^  —  4a-f9a^  und  a  —  \d  -{-la  gegeben,  so 
sind  entweder  beide  absteigend: 

9  «*  —  3  «^  +  «^  —  4  «   und  —  4  a  +  a"  +  2  a , 
oder  beide  aufsteigend: 

j  i2  o3,n4  lo  |2  ,3 

—  \a-\-  a  —  3  a  +9«    und  2  a  -|-  a  —  4  a 
anzuordnen. 

Anmerkung.  Da  diese  Regeln  in  einzelnen  Fällen  unzu- 
reichend sind,  oder  sogar  eine  falsche  Anordnung  herbeiführen,  so 
giebt  der  Verfasser  nachstehend  ein  auf  die  figurierten  Zahlen 
(§.95)  gegründetes  Verfahren,  welches  die  Glieder  eines  Polynom 
stets  absolut  richtig  anordnet. 

Man   setze   die   speciellen  Zahlen  (CoefF.)==0,    den  I.Buch- 
staben  (dem  Alphabete   nach)  =1,    den  2.  Buchstaben  =2,    den 
3.  =  3  u.  s.  w.,    und   bilde  in  jedem  Gliede  aus  der  Multiplication 
der  gegebenen  speciellen  und  allgemeinen  Zahlen  eine  Addition, 
aus  der     Division        eine  Subtraktion, 
„     dem  Potenzieren    „     Multiplication, 
„       „     Radicieren       „     Division 
jener  Zahlenwerte.     Die   Glieder   des  Polynom   sind   alsdann  ent- 
weder ununterbrochen  absteigend  oder  aufsteigend  nach  den  gefun- 
denen Gliederwerten  anzuordnen. 

ll,S    sei    Z.    b.      3^ ;; 


An  c      2     3       '  2      4 

4c        5a  e  a  c 

anzuordnen.     Diese  Glieder  haben  die  Werte : 
0         2—3  —1; 

denn  das   1.  Glied  hat  als  spec.  Zahl  den  AVert  0; 

das  2.  Glied  (a-g:4:c)=-l  +  3  —  0  —  2  =  2; 

?  .c':a'-':e-')  =  0  +  4-2  — 2-1  — 3-3=— 3; 
o 

„    4.      „      (3-e':a"':c')  =  0-t-3-3  — 2-1— 4-2^  — 1. 

Nach  absteigenden  Gliederwerten: 

2         0         —  1  —  3     geordnet ; 

4c  a  c 


§.  52.     Einleitung  in  die  allgemeine  Zahlenlehre.  W 


oder  nach  aufsteigenden  Werten: 

?  ^  4_    ^^'^    -L  -ii  _  -^ 

o  a  e  a  c  ^ '' 

Erhalten   hierbei    einige  Glieder  gleiche  AVerte,    so  sind  diese 
für  sich  allein  zu  ordnen,  indem  man  statt  jener  Zahlen 
0,   1,  2,  3,     4,  .... 
die  Zahlen     0,  1 ,  3,  6,  10,  ....   nimmt,  und  wenn  auch 
hier  gleiche  Werte  erscheinen: 

0,  1,  4,  10,  20,...., 
hierauf    0,   1,  5,  15,  35,  .  .  .  .  u.  s.  w. 

D    .      .   1       j.        .  ^           d      .    Ihd          b       ,     bab^      ^ 
jöeispiel.      hiS  sei  2a ^ — ---{ ; —    streng 

zu  ordnen. 

Mit  a=\,  b^'2,  rf=3  erhält  man: 

1,  3  —  1,  2  +  3  —  3-1,  2  —  1—3,  1+2-2  —  3 
oder  1,       2,  2,  —2,  2. 

Das  2.,  3.  und  letzte  Glied  des  Polynom  (mit  den  gleichen 
Gliederwerten  2)  sind  nun  für  sich  mit  a=l,  ft  =  3,  d  =  Q  an- 
zuordnen : 

6  —  1,  3  +  6  — 3-1,  1+2-3  —  6 

5  6  1 

Das  gegebene  Polynom  absteigend  nach  den  Gliederwerten 
2,  2,  2,         1,         -2 

(6)         (5)  (1) 

geordnet :  ., 

Ibd         d     ,    b  ab'    ,   ^  b 

2  a  3  a  d  had 

II.  Das  Resultat  einer  Aufgabe  ist  nicht  nach  vorstehenden 
Regeln  anzuordnen,  sondern  so,  dafs  es  sich  am  leichtesten  be- 
rechnen läfst. 

So  ist  nicht  .^'  =  —  a-\-b,  sondern  =b  —  a\ 

„      x  =  ac  -\-ad-\-bc-\-bd,  sondern  =  (a  +  ^)  (c  +  </); 
„      a:  =  a  +  2  «/>  +  />  ,  sondern  =  (a  +  b)  ; 


«'  +  6 


-\-b  .         /       a      ,     b        aa    .    h\ 

,    sondern     == h    = ) 

a  \        a         a         aal 

=  aH zu  setzen;    denn  wäre  hier  a  =  7,65S9,  ö  =  4,9368,   so 

..   ,     7,6589-7,6589  +  4,9368         .^        .      a  u  -.       ^    i  1 

wurde  —^ ^-rr^rFT; weit   mehr  Arbeit   eriordern,    als 

/,6589 

^'^^^^+^7;6589- 
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15.  Die  allgemein  (mit  allgemeinen  Zahlen)  berechneten  Auf- 
gaben enthalten  jeden  speciellen  Fall  derselben  Gattung  (s.  oben 
das  Beispiel  im  2.  Satz).  Es  ist  daher  das  Substituieren  specieller 
Zahlen  an  Stelle  der  allgemeinen  von  gröfster  Wichtigkeit.  Einige 
Beispiele  mögen  diese  Substitution  veranschaulichen. 

I.     Ist  das  mit  /?%  in  a  Jahren  angewachsene  Kapital  =/", 

•       1                1-1          Tr     •    .               lOOA- 
so  ist  das  ausgeliehene  Kapital  c  =  ,,,,■  . . 

Ist  nun  das  in  4f  Jahren  zu  3f  %  angewachsene  Kapital 
=  3400c/^J,  so  hätte  man  in  jener  Formel  A-  =  3400,  o  =  4|, 
/;  =  3|-  zu  setzen  und  das  ausgeliehene  Kapital  ist: 

100-3400              100-3400    ,    .    „  .       , 

= 7-j — 7^  = KT  (mit  2  erweitert) 

100-4-^-—        100  +  ^2 
100-3400-2         (100 -3400 -2): 5 


200  +  35  (200  +  35) :  5 

100-680-2         136000        _^_,3  _ 


40  4-  7  47 

IL     Wie  grofs  ist  a  —  h  —  c  +  d  +  e  für  a  =  —  8,  h=^  —  13, 
c  =  +  28,  d=  —  b  und  e=n  (d.i. +12)? 

Antwort:     (—  8)  —  (—  13)  —  (+  28)  +  (—  5)  +  (+  12) 
=  —8  +  13  — 28  — 5 +12  =  —16. 

^.^     ,,^.  „    .       a  —  5    ^. 


iXX.             *f   iC      ^1 

Ul*      ISL                 ,       _         IUI      U, ■     kJ 

a  +  0 

Antwort: 

(—  5)  —  5         —  5  —  5 

—  10 

10 

(— 5)  +  5         —5  +  5 

0 

0 

= 

=  — oo  (s.§.  18,12,1). 

^^-    ../ 

A'                              B' 
1                                 • 

.^' 

A  und  B  gehen  gleichzeitig  aus  den  Orten  Ä  und  B'  fort, 
in  der  Richtung  nach  iV.  Die  Entfernung  der  beiden  Orte  A'  und 
B'  beträgt  a  ]Sleter.  A  legt  in  je  h  Min.  c  Meter,  ^  in  je  c?  Min. 
e  Meter  zurück.     Nach  wie  viel  ISIinuten  treffen  sie  sich  ? 

*     ,  ■».-     1        o^d       ,,. 

Antwort:     rsach  — ; z—  Minuten. 

cd  —  he 

1.  specieller  Fall.  A  geht  von  ,/',  gleichzeitig  B  von  B' 
fort,  in  der  Richtung  nach  A'.  Die  Entfernung  beider  Orte  beträgt 
110  Meter.  A  legt  in  je  3^  Min.  235  Meter,  B  in  je  2|  Min. 
161  Meter  zurück.     Nach  wie  viel  Min.  treffen  sie  sich? 

Auflösung.  Setzt  man  in  jener  Formel  a=110,  &  =  3^, 
c  =  235,  c?  =  2^,  e  =  161,  so  findet  man,  dafs  A  den  B  nach 
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235  •2|  — 3^-161        '"' 
trifft,  d.i.  (mit  2  «3  erweitert): 

_       110 -3^- 2 -21 -3       _  110-7-8 

"~  (235-2|— 3^-161)-6  ~  235  •2|- 6  —  3^- 161 -6 
110-7-8  110-7-8 


235-16  — 21-161    3760  —  3381 
110-7-8    6160 


379  379 


16,25  Min. 


2.  specieller  Fall.  A  bewege  sich  von  .4'  aus  nach  ^V  hin, 
ß  aber  von  B'  aus  nach  }J,  also  entgegengesetzt,  folglich  sind  auch 
die  e  Meter  negativ  zu  nehmen,  denn  ist  die  Bewegung  des  ß  von^' 
nach  X  hin  positiv,  so  mufs  sie  (s.  §.  51)  von  ß'  nach  M  hin  ne- 
gativ sein.  A  sei  jetzt  von  ß  273  Meter  entfernt.  Ferner  bewege 
sich  A  in  je  If  Min.  40^  Meter,  ß  in  je  4^ Min.  193  Meter.  Nach 
wie  viel  Minuten  treffen  sie  sich? 

Hier  ist  a  =  273,  ^?  =  lf,  <:'  =  40^,  d=Ai;,  e  =  — 193. 

Sie  treffen  sich  mithin  (in  einem  zwischen  A'  und  ß'  gelege- 
nen Punkte)  jener  Formel  zufolge  nach 

9-Q  !_  il 

273  -  If  -  4{  ^ "        5  '  4 

40i-4i-rf(-193)  ~    241     17        8 

(mit  5-4-6  erweitert:) 

2/3  -  ^  -o  •— i—  -4-b 
5  4 


^^^  .il.6.4-5+?  -193-6-4-5 


6        4  '5 

_  273-8-17-6  _     273-8-17-6 

~  241-17-5  +  8-193-6-4"  20485  +  37056 

222768        oo-..-Ar- 
=  -^———=-3,8/14/  Mm. 
o7o41 

3.  specieller  Fall.  -/  und  IJ  sin(l  schon  seit  etlichen  Stun- 
den in  Bewegung  und  zwar  in  der  Kichtung  nach  iV.  In  diesem 
Augenblicke  (Mittags  12  Uhr)  befinden  sie  sich  in  A'  und  ß',  welche 
Orte  833J^  Meter  von  einander  entfernt  sind.  A  gehe  in  je  7^  iNIin. 
4S6f  Meter,  ß  in  je  3i  Min.  224  Meter.  Nach  wie  viel  ^Minuten 
treffen  sie  sich? 

Hier  ist  «  =  833^,  b=l^,  r  =  486|,  rf=3-^,  e  =  224. 
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Folglich  treffen  sie  sich  nach 

833i-7|»34-   ^      833j.7|.3i.3.2.5 

486|. 3^  —  7^.224  "~  486|  .3|.3  .2 -5  — 7^.224 -3 -2  .5 
2500.15.16       ,,  ,    -    ,n    ^       ,  ..   ^ 
=  1460.16.2-15.224.3.5  ^^"^'^^^  ^^"^^'^  »'^^^^'=^ 
1250.3        3750      3750      3750 


292  —  15.7.3    292  —  315    —23      23 
=  — 163^VMin. 

In  §.  51,  1,  i  wurde  gezeigt,  dafs  — 163^'^  Min.  nach  12  Uhr 
so  viel  ist  als  163yV  ^^i"-  vor  12  Uhr.  Folglich  trafen  sie  sich 
9  Uhr  16f  I  Min.  Vormittags. 

§.  53.     Addition  mit  allgemeinen  Zahlen. 

1.  Formelle  Addition. 
a  um  b  vermehrt  =  a  +  Z/. 

«  um  —  c  vermehrt  =a-\-  ( —  c)  =  a  —  c. 

Hieraus  folgt,  dafs  die  Glieder  ganz  wie  in  der  Addition  mit 
entgegengesetzten  Zahlen  (s.  §.51)  mit  ihren  Zeichen  neben  ein- 
ander gestellt  Averden. 

Um  daher  — a,b,  — c,  — d  zu  addieren,  kann  man  sogleich 
—  a-\-b  —  c  —  d  =  b  —  a  —  c  —  d  (s.  §.  52,  14,11)  setzen. 

m  um  —  p  -\-{n  —  q)  vermehrt  =  m  —  p  -{-  {n  —  q) 
=  m — p-\-n  —  q  (s.  §.  9,  10,  A)  =/n-{-n—p  —  q. 

a-{-b-\-( — c — d)  =  a-\-b  —  c  —  d;  denn  der  gegebene  Aus- 
druck hat  die  Bedeutung  a-{-b  vermehrt  um  —  c  —  d  und  dies 
ist  nach  §.51  jenes  Kesultat. 

—  X  um  —  11 -{-y  —  V  vermehrt  =  —  x  —  u-\-y  —  v.  Alan 
schreibt  also  nicht  erst  — x-{-{ — u-\-y  —  v). 

et,  b         X 

Aufgabe.  ^  besitzt  .t Mark,  B\-—Jl.  mehr,  C\- — ^^^ —  Ji 

°  '         2  '  3         4 

mehr  als  B.     Wie  viel  besitzen  alle  drei  zusammen? 

Auflösung.     B  besitzt  x-\-       Ji,    tblghch    C:  x-\- — 

X 

—  t//l     Daher  alle  drei  zusammen  : 

4 

2.  Materielle  Addition.  (Bestimmung  der  von  der  Praxis 
verlangten  Summe.) 

I.  4a-f3a  =  a  +  a  +  a  +  a  +  a  +  aH-a  (s.  §.  10,  2)  =la 
(s.  §.  10,  1 ).      Man    könnte    auch    rechnen :    4aH-3a  =  (4-i-3)a 
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(s.  §.  1 1 , 6)  =  7  ö.  Um  also  gleichartige  Glieder  zu  addieren,  ad- 
diert man  ihre  Coefficienten  und  multipliciert  die  erhaltene  Summe 
mit  der  Hauptgröfse. 

Man  sagt  auch:  4a -1-3«  ist  in   ein  Glied  (7«)  „zusammen- 
gezogen" worden. 

xif  -]-  7  xy  -\-  9  xy  -\-  1 1  xy  ?      Man    denke    sich :     1  •  xi/  +  7  xy 

(s.  §.11,  2).  Da  nun  die'  Summe  der  Coeff.  =  1  -f-  7  -f-  9  +  1 1  =  2S, 
die  Hauptgröfse  =xy,  so  ist  das  gesuchte  Resultat 

=  2S -xy^-lbxy. 

II.  a  —  b  stellt  man  sich  im  allgemeinen  als  Differenz  vor 
(tt  vermindert  um  b),  man  kann  dieses  Binom  aber  auch,  AA^ie  im 
I.Satze  gezeigt  wurde,  als  Summe  von  a  und  — b  auffassen. 

Eben  so  kann  7 «  —  3  a  als  Summe  von  7  a  und  —  3  «  gelten 
und  man  findet  übereinstimmend  mit  I: 

7  a  — 3a  =  (7  — 3)a  [s.  §.  11,7]  =4a. 
Die  in  I  gegebene  Regel,  dafs  mau 

gleichartige  Glieder  addiert, indem  man  die  Summe 
der     Coefficienten     mit     der     Hauptgröfse     multi- 
pliciert, 
gilt  mithin  ganz  allgemein  für  positive  und  negative  Coefficienten. 
Dasselbe  Resultat   Avürde    man    auch    in  folgender  Weise    er- 
halten :  a-{-a-\-a-\-a-{-a-\-a-^a—ia-{-a-{-a) 

=  a-|-a-[-a-}-a-f-a-l-aH-a  —  a  —  a  —  a 
(und  Aveil  sich  nach  §.  9,  7  :  a — a  hebt)  =a  +  a-f-a-f-a  =  4a. 

Anmerkung.  Es  kann  nicht  auffällig  erscheinen,  dafs  hier  in  der 
Addition  schon  Subtraktionssätze  in  Anwendung  kommen,  da  sogar  Mul- 
tiplicationssätze  (§.  10,2  und  §.  10,1)  unentbehrlich  sind. 

?..  Beispiel.     3a  —  5a?    Die  Summe  der  Coeff.  3  —  5  =  —  2 
mit  der  Hauptgröfse  a  multipliciert  giebt  die  verlangte  Summe 
=  —  2-a  =  —  2  a.     Oder: 
a-\-a-\-  a  —  {a-\-a-\-a-\-a-\-a) 
=  a-{-  a-{-  a  —  a  —  a  —  a  —  a  —  a  =  —  a  —  a 
und   dies    ist   entweder  nach  §.9,17:  =  —  (a-i-a)=^  —  2a,    oder 
nach  §.  51:=(— a)  +  (— a)  =  2-(— a)=— 2a. 

3.  Beispiel.  — a-]-a?  Entweder  unmittelbar  nach  §.  9,  6,  II 
und  §.  IS,  8,11  :  -{-  a  —  a=a —  a  =  0,  oder  als 

—  l-a-|-l-a  =  (— 1  +  1)  a  =  0-a  =  0  (§.  18,6). 

4.  Beispiel.  4  a^'"^ — \1  ab^  —  ab^?  Die  Summe  der  Coeff. 
4  —  11  —  1  =  —  8  mit  der  Hauptgröfse  ab  (d.  i.  abh)  multipliciert 
giebt  das  verlangte  Resultat:  — 8ab'^. 

5.  Beispieh  (ix—^hc  —  28x-{-31x  —  .T-|-5.r?  Die  Summe 
der  Coeff.  6  —  9  -  28  +  37  —  1  +  5  =  10  mit  der  Hauptgr.  .r  mul- 
tipliciert =  1 0  X. 
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6.  Beispiel,      —r Aab?     Die  Summe  der  CoefF. 

o 

5  7       . 

— 4  =  —  2^  =  — --  mit  ab  multipliciert 

o  o 

7       ,  1  ab 

=-3-"*= — r- 

2  1  11 

7.  Beispiel. z: : ?     Die  Summe  der  Coeflf. 

^  mn        ömn        4mn 

2 —  =  — — r-  mit  der  Hauptorr.  

3         4  12  ^  °      um 

,.,.  .  13      1  13 

multipliciert  = 7—  •  ■ = -^ . 

^  VI     mn  Vlmn 

b.  Beispiel,     -x-^ 7 — h«,    •'^     Hier  ist 

^  ob  b  2b 

1  19        29  a  29a 

— 5H — ^;-  =  -7r-  mit  -r-  zu  multiplicieren,  daher  =^    ,. ,  . 

3  2  6  y  ^  K)b 

9.  Beispiel. 

7         11             4      ,         ^       ,,       .     1         u-  ,.  .    , 
= ;  denn  7  —  11  mit        multipliciert. 

X  X  X  X 

10.  Beispiel,     if ^?     Man  denke  sich  X-tf  —  ~j'V- 

Daher  1 -  = 7-  mit  if  multipliciert  = \—. 

4  4  '^  4 

11. Beispiel.     3y2— 7V2?     Wie  bei  3  a —  7a  =  — 4a  er- 
hält man  hier  —  4  V  2. 

^.^   T)    •      -1      ./    Vo; — a  .  '^      •  ^ 

12.  Beispiel.      \x  —  a — .''      Wie   in   w —    ist 

1         1 
auch   hier    die  Summe  der  CoefF.  1  —  ^^-^     und  die    Hauptgr. 

y  a;  —  a ,  folglich  erhält  man : 

1       / iVx'  —  a         V  X  —  a 

—  -y  X  —  a  = 


2  2  2 

5  7  1 

13.  Beispiel.      -p— — r -;::^?     Als 

5       1  7        1  ,1 


^    VJ      8    y3  y3 
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hat    man   -7, „ 1   mit  —  zu  multiulicieren,  daher 

b        b  -j  3 

•25        1  25 


2^     V3  24  vT 

I I.  Beis])iel.  ~{a-\-ol/)  —  8(a-f-3/>)?  Man  gewöhne  sieh, 
zusammengesetzte  Ausdrücke  wie  Monomien  aufzufassen,  (hiher 
erhält  man  hier  (wie  bei  7  m  —  8  m  =  —  1  •  m  =  —  m) : 

—  1  •  («  +  3  />)  =  —  (a  +  3  /^)  =  —  «  —  3  //  (s.  $.  9,  16). 

15.  Beispiel.    9  a  4-  13  b  —  10  (9  «+13  h) 
=  1  •  (9  «  4-  13  />)  —  1 0  (9  «  +  13  Ij)  =  —  9  (9  //  -^  13  b). 

III.  Sind  die  zu  addierenden  Glieder  ungleichartig,  so  können 
sie  selbstverständlich  nicht  in  ein  Glied  zusanunengezogen  werden 
und  es  kann  dann  nur  Satz  1    in  Anwendung  konunen. 

Die    nachstehenden    5    Ausdrücke    z.  B.    müssen    unverändert 
stehen  bleiben: 
a  +  //. 

3  abc  -\-  2  abd ;    denn   abc  +  abc  -\-  abc  -\-  abcl  -j-  abä  ist  Aveder 

5  abc  noch  5  abcl. 

2  ffi  -j-  3  a  ;  denn  2  a  -\~  3  aa^^a  +  o  -\-  aa  -\-  aa  -f-  aa  ist  weder 

5  a  noch   5  na. 

?  1  111 

\a-\-  ~:  denn  \-  a  -\-',\-    =  a  -{-  a  -\-a-\-  ((  -\- 1-       -\ 

«  a  a        a        a 

ist  weder  7  •  a  noch  7 (  ^ 

a    \       a  j 

4  +  3  X ;    denn    1  +  1  +  1  +  1  +.»;  +  .»•  +  .*• !     Nicht    zu    ver- 

wechseln mit  (4  +  3) .»;  =  7 x  oder  mit  4  .>;  +  3  x  =  7  x. 
Enthält    daher    ein    .Vusdruck    verschiedenartige    Glieder,    so 
können    nur   die   unter   denselben  vorkonnnendcn  gleichartigen  für 
sich  vereinigt  werden. 

1.  Beispiel. 

7«—  13/y  +  3//+  12//--7a+3a-  136  +  [2  b  ^  [() it  —  h. 

„    .      .  11«  9  c^  15  a  3 

2.  Beis})iel.      — . + — -y-  —  ..  —  c  i 

'■  1  ab  4         Iah        3 

Stellt  man  die  gleichartigen  Glieder  zusammen,  so  erhält  man: 

1 1  (t        n.  9  15,     c  :i 

c  . 


■"    2  3         ab        -lab    '     4 

Für  die  llaui)tgröfse  «:       ,   —  .r=^.   ••  daher  das  gesuchte 
1  £3  2         3  6 

Glied   •^-^— ; 

D 

t  c  hurig  ,  Lehrbuch  der  Arithmetik.    U.  Teil.  2 
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für  — ^ :  —  9 ^  = T- ,  daher  das  gesuchte  Glied 

ab  2  2 

__^   J    __    33 

~        2  *  ah  ~       'lab' 


3       1        .  3 


für  c  :  —. —  1= j-,  das  gesuchte  GHed 

4  4 

3     3  3  c" 


—        4  '^    ~         4    ' 

^  ,   ,.  ,     .       ,.  1  o  31 «         33  3  c 

b  ojglich   ist  die  iresuchte  ounime  =  —:. -r — ; -. — 

o  '->  (3  2  ab  4 

3.  Beispiel. 

5  -^       n      ,    '  X  1  11     ,     19.t'        3.r    ., 

—  x'  —  3  .f 


2x  '     '      5  J        8.«    '      4  7     ■ 

für/:_H-^_|  =  — 1-,  daher— 3^./ 


1  •  X  X 


35  35  ' 

lur  .t* :    —  3  H =  — - ;  clalier       x  =^  — j- . 

4  4  4  4 

Das    Glied g    ist  ungleichartig  mit  den  übrigen. 

X 

0  .r^         7.C  1 

Daher  die  ouinine  — rr^  -j- — ; r-. 

bx        öö  4  X 

a            4 
4.  Beispiel.     N  besitzt  -  —  A- — — ; 14,  bekommt  von 

4     "         -ix  ^  n  I         ,    ,         11« 

A:— 2 i  —  — ,- ,  von  Z>: ■ — -  +0 -^-. 

b  '■ab  \  ah  b  h 

Es  besitzt  nun  T:    ---  -j-  ..    , 1 4  -{-   ,    —  2.1 - 

2  b        6  ab  b  '       ab 

^      _l_-       ^^"   t     i   <  i  ^ 

• 

1<  ur    ,     hat    man     ,  +  1 ;-  == .,  ,  daher 

i>  2  b  3 

1       a  a 

~T'~b~~  'Sb  ' 
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^..14,1  1       ,  ,         1        1  1 

ab       S  4         12  12     ab         [lab 

für  1   (Glieder  ohne  allgemeine  Zahlen):  — I3 — 21  -\-b=  {^. 

Die  u;esuchte  Summe   ist  daher  =  —  -— --  4-  .  -.    ,   4"  H 
■      '        111         '^ 


l-2ab    '    "       db' 

IV.  Zuweilen  addiert  man  unter  einander  stehende  Auödriicke, 
indem  man  die  Summe  unmittelbar  unter  dieselben  setzt,  anstatt 
jene  Ausdrücke  zuvor  neben  einander  zu  stellen.  Hierbei  addiert 
man  immer  zuerst  die  senkrecht  unter  einander  stehenden  Glieder. 

I.Beispiel.         a-\--ic  2.  Beispiel.         1 -f-.u 

b  —  1  c  —  a-{-3x 


Summe  =a-{-  b  ■ — 'Sc.  Summe  =  1  —  a-\-Ax. 

Von  Vorteil  ist  diese  Addition,  wenn  schon  im  gegebenen 
Ausdrucke  gleichartige  Glieder  unter  einander  stehen. 

3.  Beispiel.  a-^-'ib  —  4  t;  —  d 

—  la-i-    b-\-bc-{-  \)  ä 
1 1  ^/.  —  ob  —  c"  —  6  d 

=  5  a  —  b  -{-    c  —  c"  +  2  d. 

c  und  c"  konnten   als  ungleichartige  Glieder  nicht  vereiidgt  weiden. 

Um  diese  Form  beipiemer  benutzen  zu  können,  sind  oft  erst 
die  gleichartigen  Glieder  zusammenzustellen.  Das  1.  Beisi)iel  in 
III  ist  alsdann  zu  rechnen: 


a 
2  6 

-h 

4 

6  ab 

U 

+  f 

— 

1 

ab 

'■^2- 

11« 

1 
4«& 

4- 

66 

§.  51.     Subtraktion  mit  allgemeinen  Zahlen. 

1.  Die  Subtraktion  tritt  wie  bei  den  entgegeni^eactztcu  Gröfsen 
(§.51)  nur  mit  dem  Subtraktionszeichen  auf,  so  dals  die  Glieder  des 
Subtrahend  ihre  besondern  Vorzeichen  haben.  In  der  Kegel  ist  daher 
der  Subtrahend  ein  Polynom,  welches  in  Parenthese  zu  stellen  ist, 

■2< 
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die  man  iiacli  den  bekannten  Regeln  (§.  9,  16  u.  18;  §.  51,3)  auflöst, 
um  aus  der  Aufgabe  eine  Additionsaufgabe  zu  bilden. 

I.Beispiel,     o  um  h  —  1c  vermindert  =  «  —  {h  —  2  c') 

=  «  —  />  +  2  c. 

2.  Beispiel.     3  «  —  11^  —  7  von  2  n.  —  Ih  subtrahiert 

=  -la—lh  —  C6a  —  \\h  —  l)  =  1a-~-b~  3  a  +  1 1  Ä  +  7 

=  7  -  <i^\  h. 

3.  Beispiel.     — 1  vermindert  um  —  x  —  // 

=  —\-{-x-ij)  =  -  l+a-  +  y  =  .c  +  y-1. 

4.  Beispiel.     Von  5«  soll  3 />»  abgezogen  werden. 

]Man  setzt  unmittelbar  5  «  —  3  i  (d.  i.  5  a  vermindert  um  3  />), 
also  nicht  erst  „5//  vermindert  um  -|-3/>" 

=  .')(«  —  (+  3  ?;)  =  5  «  —  3  />. 

5.  Beispiel:     5'/  um — 3//  vermindert 

=  5  rt  —  (—  3  /v)  =  5  « -f  3  ^. 

6.  B c i s p i el.     8(7  a  —  1 Ü  ?;)  vermindert  um  9  (7  (i  —  19  6)? 
Man  denke  sich  la —  19/y  als  INIonom,  die  Aufgabe  also  eben 

so  wie  Sw  —  9;;?..     Folglich  erhält  man: 
8(7«—  19/>)  — 9(7«—  J9//)=-—  1  (7«—  19/^)=  — (7«—  19/>) 
=  — 7«+ l9/>=19/y  — 7«    (Vergl.  §.  53,11,  1  l.  u.  15.  Beisp.) 

7.  Beispiel,     ll(.r-f-.v)  uui  — 5(.f-f-y)  vermindert 
=  1 1  (a-  +  //)  -  [-  5'(a-  +  //)]  =  I  i  (a-  +  2/)  +  5  (.r  +  //) 

=  16G^  +  2/). 

S.  Beispiel,  a  ~\r'lh  soll  zuerst  um  3  «  -|-  4  //,  dann  um  5«  —  h 
vermindert  werden. 

Wie   man    13  um  5   und   um   2  veruiindern  kann,   indem  man 
entweder  die  Subtraiienden  einzeln  abzieht 

[13  — 5  — 2  =  (13  — 5)  — 2  =-8 -2] 
oder   die   abzuziehenden  Zahlen    zunächst  addiert,    um  alsdann  die 
Summe    vom    ^linuend    abzuziehen    [13  —  5  —  2  =^  1 3  —  (5  -|-  2)], 
so  kann  man  auch  hier  in  zweierlei  Weise  verfahren: 

ii.     li  ^-Ih  —  Ci  a  +  1  //)  —  (5  a  —  h) 
^^a-\-'lh  —  3  «  —  \h  —  5  «  -]-  /v  =  —  7  «  —  b  ^    wofür  auch 
—  (7 «,-}-/;)  geschrieben  werden  kann  (s.  §.9,7). 
.').     Zunächst  3  a  -\-  \  h  und  5  a  —  /;  addiert 
=  3  ^/  +  4  //  +  5  «  —  /;  ^  8  «  +  3  h 
und  diese  Suuune  von  « -|- 2 />  subtrahiert 

=  «  4-  2  /^  —  (S  «  +  3  /y)  =  a  +  2  />  —  8 «  -  3  h 
=  —  ~ii  —  h  (wie  in  («). 
Das   1.  Verlahrcn  ist  in  der  Kegel  vorzuziehen. 
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X  1 

O.Beispiel.     ^  besitzt    2  <-/ — ;-  —  - — J/.,    bekommt    von    A' 

ö  DX 

3«-|-.r y^  und  «riebt  alsdann  dem  /': 

.<•  ° 

,.  7.r    .       7 


S      '     loa- 
Wie  viel  hat  nun  A  ? 

Da  die  Summe  des  X  zu  addieren,  die  dos  P  zu  subtrahieren 
ist,  so  erhält  man: 

^  X         l  3        ,,.  T.r    ,      7 


3        bx  X  8  15  a- 

X         1                              3  .    7a-  7 

=  ln  — ; 3  «  +  a' b  // 


3         5  a;  a;  8  15a- 

=  -'"  +  ^2r--37-    (Denn  Iura-:-    ;.  +  ^  +  ^^  ^-^T' 

a-  o  1  o 


für  ^'.  — -' 3— ^  =  — 3i) 


10.  Beispiel.     .V  besitzt   2 — — | -,   giebt  zuerst  dem  D 


h    _    1 
3   ^  hc 

S  hat  nun 


3^  —  0-\-2hc.   dann  dem  E  —  4  +  - 


^ bb         Ihc    .      1 


G  4       '     &c 

11.  Beispiel.     Es    sei    1 — a  —  9/^    zuerst    um   ba — '^b  —  4, 
dann  um  — 7a  —  2^  +  3  —  (2a  —  bb —  14)  zu  vermindern. 

Da  hier  der  ganze  .Ausdruck  „ —  7  a —  1  J)"  zu  sub- 
trahieren ist,  so  hat  man  denselben  auch  für  sich  allein  in  Paren- 
these zu  stellen.  Man  wählt  hierzu  die  eckige  (oder  Haken-)  Pa- 
renthese, um  den  Umfang  der  verschiedenen  Parenthesen  besser 
kenntlich  zu  machen.  Daher: 
1  — a  — 9/v  — (5a  — 3/y  — 4)  -  [— 7a  — 2/y  +  3  — (2a  — 5/y— 14)]. 

Im  allgemeinen  ist  es  praktischer,  die  Parenthesen  von  innen 
heraus  aufzulösen : 

=  1  —  a  —  9/^  —  5a  +  3/7  -|-  4  —  [—7a  —  2//  -{-  3  —  2a  +  bb  +  14] 
=  1  —  a— 9/7  — 5a-}-3/y-|-4-f7a-f  2/y  — 3  H-2a  — 5//—  11 
=  3a  — 9«/— 12. 
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2.  Die  vielgliedrio-en  Minuenden  und  Subtrahenden  stehen 
zuweilen  unter  einander  (vergl.  §.  53,1V). 

Alsdann  hat  man  die  Glieder  des  Subtrahend  (der  untern 
Zeile)  in  die  ento:e":eni>;esetzte n  zu  verwandeln  und  beide 
Polynoniien  zu  addieren. 

I.Beispiel.  a-i-2b  —  ^c\^, 

4-4«  +  6&  — 8r  r^""^'- 


Man  denke  sich; 


A         u  1    ,   o      \  Addit. 
4«  —  bb-\-S  c  } 


=  —  3  ö.  —  4  /;  -f-  5  <:-. 

Beweis.      Es    soll   hier   a-{-2b  —  3c   um    +4^  +  6^  —  Sc 
vermindert  werden.     Folglich: 

a-{-2b  —  3c  —  i-\-4a-{-\M  —  Sc)  =  a-{-2b  —  3c-Aa  —  ijb-\-Sc 
Anstatt  also  -1-4«  und  — Sc  zu  subtrahieren,  addiert  man  —4« 
und  -h  8  c.     (Vergl.  §.  51 ,  3,  /^  1.  Zus.) 

2.  Beispiel. 

1 

4r 
9 


•> 


3  2^^ 

5«   "^    15 


+ 


«  + 


1 
2« 


3c^ 


3_d_ 
2 

1 


Subtr. 

Schreibe  sosrleich: 


/  « 
~2^ 


11 


17/y 


J 2  3  </         1 

4^  3r  2    "*"  ^ 


10«    '      15 

ohne  erst  die  Zeichen  des  Subtrahend  zu  ändern. 

1  'Sd 

4  c    ~*~"2 


...      .....         5 «          3      ,2b 

Die  Addition \- — — 

2  5^1;) 


+  « 


^+  '  -i7 


hat  man  sich  also  nur  zu  denken! 


Miiltiplication,  Division  und  Potenzieren  mit 
Monoinien  (§.55—57). 

§.  55.     Multiplication  eines  Monom  mit  einem  Monom. 

1.      1.  Beispiel.     Vm  das  iNIononi  3//  mit  dem  Monom  4  zu 
mulfiplicieren,  kann  man  nach  v^.  11,8  entweder 
(3  «) .  4  -=  3  . « •  4  =  3  •  4  • «  =  1 2  « 
rechnen,  oder,  da  oo  ein  mit  4  zu  multiplicierendes  Produkt  ist. 


§.  55.     Multiplication  eines  Monom  mit  einem  Monom.  23 

einen  der  Faktoren  (hier  natürlich  3)  mit  4  niuUii>Iicieren  und  man 
erhält  direkt  dasselbe  Resultat  \2a. 

2.  Beispiel.  Das  Monom  2  a  mit  dem  jMonom  ^ /j  multipli- 
ciert  =2  0 'b  h  =  2  - a ■  :i  - h  =  2-  b  •  a •  b=  \0  ab. 

3.  Beispiel.  Soll  7  a  mit  —  4  ah,  d.  i.  -{-1  a  —  4  ab  multipli- 
ciert  werden,  so  berechnet  man  zuerst  das  Zeichen:  +•  —  =  — ,  und 
verbindet  dieses  iSIinuszeichen  mit  dem  Produkte  1  a '4  ab  =  2S  aab. 
(Vergl.  +7-  — 4  =  —  28). 

Das  gesuchte  Produkt  ist  also  =  — 28^/«/y  =  —  2% ab. 

4.  Beispiel.     —  3  ^/// •  —  8 />r  = -j- 3  ö^/ •  8 />r  ==  +  24  oi/^r 

=  24«//r. 
T).  Beispiel.     —.')..•• -f  20  = —  5.r-20  =  — lOlKr. 

G.Beispiel.     2{a  —  //) 5(/y-|-r)?     INIan   denke   sieh    a  —  b 

und  h -\- c  als  ]\Ionomien,  die  Aufgabe  also  Avie 
2  m  — ^5  n  =  —  10  mn. 
Folglich  erhält  man  —  K»  {a  —  //)  (//  +  r). 
7.  Beispiel.     a-\-h  mit  c.  —  d  und  mit  — 7  multipliciert 
—  {"  +  h)  ■  {c  -  ./) .  (— 7)  =  -  7  {a  +  /.)  {c  ---  (}). 

S.Beispiel.  — a  soll  um  das  3fache  von  — 2a,  d.i.  —  a 
um  3-( — 2  </)  vermindert  werden.     ]\Ian  erhält: 

—  ö  —  [3-(— 2^/)]  =  — ^/  — (—  fW/)  =  —  ^/ -|- G  ^/ =  T)  «. 

Zusatz.     Bezeichnet 
n  eine  der  Zahlen  0,  1,2,3,4,    5,    G,  .  .  .  .  (s.  §.  02,  G),  so  ist 

2n    ,.       „  ,       0,  2,  4,  6,  8,  10,  12, ,  daher 

2r/+l     ,       „         „       1,3,5,7,9,11,13,.... 

Mithin    bezeichnet    2  n   (oder  2  ?i  +  2»    2n-\- \,  .  .  .  .,   2n~2, 

2  71  —  4, )    eine   gerade,   2«+l    (2 w  +  3,  2??  —  1,  2^?  —  3) 

eine  ungerade  Zahl.    (Vergl.  §.  23,  2  und  3). 

2.      -.c  =  — -,  ./.  —  =  —     (s.  i^.  13,  19). 
b  b  c  € 

2«    ,,         2a-hbc        2«-5^    ,    ^.   ,^   ,,,       10 ac 

inr-=''-"-=nü~=    3     («■*-i3,i4)=-3-. 

I  ■-  12.r=  -  |-.  12,T  (s.  1.  Sat7,,  X  lieisp.)  =-  i^i?^ 


—  1 5  ab  •  1  yV  "^^  —  ^  ^  "^^ 


2  2 

11  1  5  fl^;  •  1 1  3  ö& .  1 1 


10  10 

Xiab 
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L.__i-        2  _  ft •  2  _  2 

a  h  ab  ah  h  ' 

\  — a     _         (1  —  «)-5 


(s.  §.  10,  3,  IV) 


(s.  §.  52,  13). 


2  — 3&  2  — 3^/ 

_  5(1—  tf) 

~    2  — 3^~ 

2  .         ,.        2(a-/>) 
^(«-^)  = . 

1   i,,   I   ,,       .,^  l-(a:  +  y-g)  ^  a-  +  y  — g 
8  ^    "T-y       -;  g  g  • 

Mitliin  kann  man  auch  umfifekehrt 

statt  '-^ :g    ix  +  y-z), 

„      :  —  (a  —  b)    schreiben. 

n        n 

Zusatz.       ^-.b  =  a,    «•  —  =  /y  (s.  §.  13, 10). 
b  a 

—  («  —  b)  ■  =  —  (^/  —  b) .  )  =  —  (m  +  w) 

^/  —  b  (a  —  b) 

=  —  ?n  —  ri. 
(Vergl.  §.  13,  G,  2.  Beisp.  und  §.  13,  10,  letztes  Bcis}).  und   1.  Anni.) 

—  ^^~4^  ■  {a  +  b)  =  -  {a ~b)=-a-\-b=^b  —  a. 
a-\-  b 

_|±'._,._2,^+«+>.„_„^„+, 

^~''-(-2)  =  -2.-^^  =  -(3-^rt)  =  -3  +  ./  =  «-3. 
a  —  h —  =  a  —  {c-\-  d)  =  u  —  c  —  d. 

2a  —  6b  —  4  c ; ' (cv  -+-  y) 

=  2  rt  —  3  ^/  —  4  r  —  (5  a  —  4  i  +  f) 
=  '2a  —  ',\h  —  Ac  —  ^a-\-  4  b  —  c  =  b—  'd  a  —  5  6-. 
3(5  ;r  — 4)  .  3(5a:  — 4)(2.r  +  3) 

•7(2:r  +  3)   •""•^-  ""*    ^''•  +  ^^=     "-^(2.r  +  3)  — 

3  (5  a:- 4) 
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4  •  ^''~       mit  7  multipl.  =  4  («  —  Jj)  (s.  §.  11,8!). 

a  —  hc  —  ü      .    „        ,  .  ,        ^      ,  .         7-v    ^^ — ^ 

— ^ —  mit  3  multipl.  entweder  =  (ff  —  b)- 

oclei'  =  — ^7 {e  —  d). 

o 

Folglich  in  beiden  Fällen  = . 

o 

3.1^.1^  mit  48  multipl.  =3-4;^-6~.8  =  3-5«-7^/ 
^ .  -^  mit  30  multipl.  =^ 3^ •  b  •  ^ •  5  =  2(J  ■Ax  =  80  x. 

f):r       9  5.r-9     ,,,       .^    „  .  ,  ..     ^.  15 

~— :=-——-         (9  mit  b,    .r  mit  x  o-okurzt)  =^77. — . 

(Siehe  §.  13, 14). 

2        o  u  2  •  3 «        ,„      • ,  .    .^      •.  r^  • ,  1  •■     , ^ 

— = ^ ,        (2  mit  4,  ,)  mit  9,  (i  mit«  o-ekurzt) 

9ax    Ax  9«a--4a'    ^  '  '  * 

1  1 


_    4      _    ,  _         4       25  _   4>25    _  2>5   _  10 

ö  —  ö  4     a  —  b  Aja  —  b) 

'=^'7-M~y  c  +  d~~  Sic  +  d)' 

2    „    ,  (ff  —  b)7i    .        2  {a  —  b)n     ..^       .     ,^^ 

Das  ^;— fache  von      — rr.^^  »st  -^—  •  -^ — 777^—    [2   mit   10 
3w  10  3?z  10 

,          .             ,         -,         Iff  —  b         1(«  —  b)         ff  —  b 
und  n  mit  n  gekürzt]  =  — ^ —  = rr "=  — TT    • 

Auf'ccabc.     .'/  hat    '    ,  />  1)  mal  so  viel  als  A.   C  1|  mal  so  viel 
als  B,  D  A^  —  a-  mehr  als  C.     Wie  viel  hat   D'i 

*     ....  ,    .         ^6         2a:      ^  ,       2a:     7         7a:       _ 

Aullosung.     li   hat    ., — —  =  —^-~;   t  n-dt -^— • -.-^-rj-;    V 
°  3      5  5  5       4  10 

hat---  +  4i-.  =  4i----. 


2Q  §•  56.     Division  eines  Monom  durch  ein  Monom. 


§.  56.     Division  eines  Monom  durch  ein  Monom. 
1.     a:fj=  ~.     (Sielie  §.12.3,  Anmerk.) 

0 

3  .r  durch   4  .r  dividiert  =  -r—  =  -r- 

4x        4 

.    ,    ..             4  öZ/    .  -       ,    ^        ,  ,         ,        2  b 

Aao:bac=~r, (durch  2  und  a  gekürzt)  = -c — . 

5  x :  —  10  ax  ?     Zuerst  -|-  •  —  =  — ,   dann  5  a- :  1 0  ax  ■■ 

bx  1 


1  ()  ax  2  a 

a 


daher  =  — 

a:{b-~c)  = 

b  —  c 

—  a:(x  -\-  \j)  ?     Zuerst   —  :  -|-,  dann  u :  [x.  -\-  y), 

daher  = r — . 

x-i-y 

l:-{x-y)  ^ 


6  0/  +  ^/):  12^  = 


X  —  y 
6((/  +  ^/)  _a-j-d 
\2b       "~     2b    ' 

x-\-l 


3  {((  H-  /y) :  6  n  {a  -f-  b) 


'Sxy  ' 

3  (Ä  H-  b)  1 


(^a{a-i-b)        2  a 
I.Zusatz.     «:«:=1  (s.  §.  13,  8). 

(.c-y):ix-y)  =  ''~'f=\. 
X  —  y 

a-[-2b 


(a-[-2b):-{a-i-2b)=  ,   .^ 

a  -\-2b 

2.  Zusatz. 

1 

Die  reciproke  Zahl  von  a  \st   1:^/  =  — . 

a 

Daher  die  „  _        „     —  2^/6^1:  —  2  ab 


5a: 


2  ab 


'•  :-  =  ^(s..^.  13,24). 
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:>x  _      bx      _     1     ^    1 

6    •'^'•'^'~   6-40.T  ~"  6-8  "~  48* 


i)  5  •  20  «^        5-5  ab 

6 


~  25  «6  ' 

5     ^     ^        ^^~   5-6(?/  — c)  ~    5(^  — c)' 

9    _  9  3 

:  6  a-  = ^^ —  = 5". 

.r  X  -bx  2  .T 

3.     a:  ^  =«•  '^    (s.  §.  13,  28,  111,  1.  Zus.). 

C  b 

3«9a        3a8^„      .r>o      •    a.  -.  .-.     n 

IT' W^IT'  9«   ^     "^''  "^  '  ''  "  gekürzt) 

_4b 

~  2\  ' 

X  X 

1: —  ',  =  —  1:   -    (stets  das  Zeichen  zuerst  berechnet!) 
2a:  ,    35      15«         175« 


15«         '     G       2.T  4  a- 

^'"10  "*    « 

15  a' 

Wie  ori-ofs  ist  der  44'^  Teil  von  ——^  ? 

_1^.4i_i^     2  _  5a: 
~    16    ■    ^~    16    *  9  ~  24  * 

5  ab  .  «    ,         rr.     -1  .1  1      •        ^>  '^^  •        1        . 

,^      nm  seinen  -r- "'"  i  cd  vermindert,  d.  i.  — r —   vermindert 
2  b  2 

'oab     a  5  «i        5  «^     b  hab        f>b 

"'"  ~^''  b  "~2  2~V~~~2  1~" 

.    X 

Wie  orrofs  ist  der  w"=  Teil  von  (   ^ 


"=[       j   :r/.     Um  nun  den  Doppelbruch  —  —  zu  vermeiden, 
so  ist  hier  zu  rechnen: 


V  ^  j   ■    1        \b)   '  n         n\b] 
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Anstatt  — - —  kann   man    also  auch  —  (« —  h), 

statt  -r'.—-x  schreiben. 
5     5 

1a 
Ist  x:y  = — ,  so  muls  auch  der  reciproke  Wert  von  x :  y 

(d.i.  von  '    ]^  dem   recipr.  Wert   von ^^   sein,    folghch    ist 


—  =  1  : —  (s.  1.  Satz,   2.  Zus.),    oder  —  =  —  -^r — . 

X  0  2  X  l  a 

Zusatz.  Wächst  eine  in  einem  Zahlenausdrucke  enthaltene 
Zahl  ununterbrochen,  bis  sie  den  gröfsten  Wert  der  Zahlen,  näm- 
lich oo,  erreicht,  oder  nimmt  jene  Zahl  ununterbrochen  ab,  bis  sie 
den  kleinsten  Wert  der  Zahlen,  nämlich  0,  erreicht,  so  bezeichnet 
man  den  Wert,  in  welchen  der  gegebene  Ausdruck  hierbei  über- 
geht, als  Grenzwert  {Ibnes)  dieses  Ausdrucks.  Man  giebt  alsdann 
zunächst  an,  in  welchen  Grenzwert  jene  in  dem  gegebenen  Aus- 
drucke enthaltene  Zahl  übergehen  soll  und  setzt  daneben  den  Grenz- 
Avert,  in  welchen  der  gegebene  Ausdruck  hierbei  übergeht. 

1.  Beispiel.  Wächst  in  -,-,  wo  a  und  b  ursprünglich  end- 
liche Zahlen  bedeuten,  der  Nenner  b  ununterbrochen,  erreicht  er 
mithin  zuletzt  den  Grenzwert  oo,  so  geht  —-  alsdann  über  in 

-"   =0  (s.  §.  18,4). 

oo 

Man  schreibt  dies     ^  =  oo,  lim  ~-  =  ü. 

b 

2.  Beispiel.      Nimmt  in          der  Nenner />  fortwährend  ab,  bis 

I) 

er  den  Grenzwert  0  erreicht,  so  o-eht    ,    über  in 

"^  b 

^=cx.  (s.§.  IS,  12,  1). 
Folglich  ^  =^  0,    Um  -j-  =  oo. 
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Ist  der  Grenzwert  jener  in  dem  Ausdrucke  enthaltenen  Zahl 
nicht  angegeben,  so  ist  der  zu  substituierende  Grenzwert:  0. 

Anstatt  />=0,  äm—-  =  oc  schreibt  man  daher  nur: 

lim  —  ^=  oo 
h 

(d.  h.  geht  h  in  0  über,  so  wird    .=   -=oo). 
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f Potenzen  von  Monomieu.) 

1.  Einleitung. 

Der  in  den  §§.  14  und.  15  gelehrten  Ent Wickelung  der  Potenz 
und  den  mit  derselben  verbundenen  Ausdrücken  und  einfachsten 
Sätzen  ist  hier  nur  Weniges  hinzuzufügen. 

Wie  aus  ab  in  der  Bedeutung  abhb  (s.  s?,  14,3)  hervorgeht, 
bezieht  sich  der  Exponent  nur  auf  die  Basis,  mit  welcher  er  un- 
mittelbar verbunden  ist.  3  *'/"  hat  daher  den  Sinn  3  aa.  Soll  da- 
gegen 3  a  quadriert  (auf  die  2.  Potenz  erhoben)  werden,  so  niüfste 
(3  «)  mit  der  Bedeutung  3  « •  3  «  =  9  a  geschrieben  werden.  Der 
Exponent  erstreckt  sich  sogar  nicht  auf  das  Vorzeichen.  So 
bedeutet  — 5  so  viel  als  — 5-5  oder  — 25.  Soll  dagegen  — 5 
(piadriert  werden,  so  ist  ( — 5)  zu  schreiben  und  es  ist  alsdann 
(-5f=(-   5)  (-5)  =  -1-25. 

2.  Bestimmung  der  Werte  einiger  Potenzen  von 
Zahlen. 

I.  in  Zehner  —  1  Hunderter  (s.  §.  19),  d.  i-   10-10=  |()() 

oder   |(|-=U)0. 
Kl  Hunderte  =  1  Tausender,  d.  1.   10-  100=  1000  oder 

10.10.10=1000  oder 
10''=  1000. 
Eben  so    I0^=  10000  u.  s.w. 
Es  ist  als(j    lo"    eine    Zahl,    die    aus    I     mit    darauf   folgenden 
u  Nullen  besteht. 

II.  fJedc  Potenz  von  0  ist  =^0. 

1      2      :5  n 

Beweis.     0"  =  0-0-0 0-     (»,  denn  nach  i^.  is,b  ist  ein 

Produkt  ^^^0,  wenn  einer  der  Eaktoren  =0  ist. 

III.  Da  5  ^=^5,  so  mufs  5 -f- 5  >  5  sein  (s.  >^.  1 , '>)•  <!• '■ 

2  •  5  >  5. 
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Eben  so  ist  3  •  5  >  5  u.  s.  w.,  folglicli  5  •  5  >  5  oder 

5^  >  5. 
Nun  ist   wieder  5=5,     folglich   5  +  5'  >  5"',  d.  i. 

2-0   >  o  . 
Eben  so   3  •  5  >  5    u.  s,  w.,   folglich    5'5  >  5    oder 

5  >  o  , 
und  da  wieder  5  >  5,  su  ist  auch  5  >  5. 

So  liefse  sich  allgemein  zeigen,  dafs  a  >  a  und  a  >  ü,  wenn 
o,  >  1  und  )i'^  r'^  1  ist.  Dafs  dies  auch  gilt,  wenn  a  nur  wenig 
gröfscr  als  1  ist,  l'olgt  aus  dem  Beweise  des  nachstehenden  Satzes. 

Zusatz.     Insbesondere  ist  a">l,  weil  a^a  und   «  >  1. 

iV.  2  =oo,  3  =oo,  10  =oo;  allgemem  «  =oo,  wenn 
^/.  >  1   ist. 

i     .^      i  CO 

Beweis.     Dafs  "2     =^  2'2-2 2  =  00    wird,    desto    mehr 

3  "^=00  u.  s.  w.,  ist  leicht  einzusehen.     Da  aber  \~x\^-  IjüTr  noch 
immer  wenig  >•  1,  so  mag  hier  gezeigt  werden,  dafs  auch 

Es  ist 

(iTU).=-(i  +  -j^j  (^1+  100  j  =  i+7]i^  +  -nnr+  101)00 

(s.  §.  11 ,  9).     Folglich  ist  {V^^if  >  1  +  -j^. 

Nun  ist  (1y]7jj)  =  (1t¥o)''' WIitj   '^''^^  mindestens 
_/  2    W  1     \  2  1  2 

~~v  "^Tööy*  v"*"  100  j"^^  ~^  100  "*"  100  "^  loooo ' 

Folglich  ist   (1,-J^>1  +  --^|^. 
So  findet  man,  dafs 

1\^.,       l         /..       1\^..      o 


+ wj  > '  +T(Mr'  ('+ wj  > '  +  100'  '-"•'•" 

(1  ^Q(^)    >  1  +  ^,  folglich  (s.  §.18,  2) 

V.     Der  Satz,  dafs  jede  Potenz  von   1  ^=  1   ist  (s.  §.  15,  5),  ist 
nur  dann  richtig,  wenn  der  Exponent  nicht  unendlich  grofs  ist. 
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Es  ist   1  "^  eine  unbestimmte  Zalil  (s.  §.  18,  9 — 12),  die  nicht 
blofs  1 ,  sondern  jede  endliche  Zahl  bedeuten  kann. 

Beweis.      Zunächst    mag   gezeigt    werden,    dafs    1    =8  sein 
kann.     Es  ist 

(l-hlf=2'  =  8, 

(1  +  0,6818)^=  1,6818- 1,6818-  1,6818-1,6818  =  8, 

Eben  so  (1+0,3459^  =  8, 

1,231 1'*^=  8, 

1,1 096'"  =8, 

(1  +  0,021)'""  =8, 

(1  +  0,0021  )'"""  =  8. 

Nimmt    der  2.  Summand    der  Basis    bis  0  ab,    so   nimmt    der 
Exponent  bis  ?c  zu  und  es  ist  dann 

(1+0)'^=  8,   d.  i.   l'^=8. 

In  gleicher  Weise  kann  man  zeigen,  dafs  1  '  =  500  sein  kann. 

^^""^^^^^  (1+499)^  =  500, 

(1+21,36)^  =  500, 

(1+0,86 16)'"  =  500, 

(1 +0,0641)'""  =  500, 

(l  +(»,11062)'"""  =  500. 

Die    Grenze    für    das  Abnehmen   des   2.  Summand   ist   0,    die 
Grenze  für  das  Zunehmen  des  Exponent:  rc.     Daher: 

(l+0)'^=500,    d.i.  1^  =  500. 
A.    Die  Basen  gleich  und  positiv. 

3n        r  n-T-r 

.     a  •  «  =  a 

Potenzen  mit  gleicher  Basis  multii)liciert  man,  in- 
dem man  die  gemeinsame  Basis  mit  der  Summe 
der  Ex  Ikonen  ton  j)otenziert. 

12      3  12      3t 

Beweis.  1.  a' -«=«•«•«  •  a-a.U'U^?  Die  Anzahl  (Um- 
Faktoren  ist  3  +  4,  die  Basis«,  folglich  die 
Potenz  =«^-^^(=a^). 

12  «12  r 

IL  «" -  f/  =  05 • «  .  .  .  .  a-u- a  .  ,  .  .  n=^'i  Die  Anzahl 
der  Faktoren  ist  n-\-r,  die  Basis  ((,  folglich 
die  Potenz  ^^^a"''^^. 

B-     I  2         7  2-r7  1) 

ei Spiele,     a  -  a  =^  a        =  a  . 

.T.a:'=.B^.c*  (8.  §.  15,3)  =x'"''=x. 
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iyl     .-^--13    .-^  __.-yi      9  —  13^.1! .)7  — 13+1 9^5 

(«  +  />)*  («  +  />)'  (^/.  +  hf  =  («  +  //)  ^ + ^' + '^  =  («  +  hf. 

n  n        \  nAr\ 

a  'a  =  a  •  a  =  a 

re  — 3        2  1  +  n  — 3  +  2  n 

X'X  •  X    =  X  =  X  . 

'ix  —  z  4— 5:c        5  +  3.C  2.(,  — 3  +  1 +4  —  5.1-  +  5  ^- Sc         o 

Im  Exponent  lieben  sich  die  Glieder  mit  der  Haupt- 
gröfse  X,  ihre  Summe  ist  also  ^0.  Die  Summe  der  spe- 
ciellen  Zahlen  aber  ist  =7.     Anstatt  n  schreibt    man 

selbstverständlich  )i . 

Bei  yi'  •  n~  '  '  •  n  "''  erhält  man  jedoch  für  die  Glieder 
mit  X  die  Zahl  0,  dasselbe  aber  auch  für  die  speciellen 
Zahlen,  l'olglich  ist  das  Kesultat  n  ~^  ■=^  )l  .  Dafür  darf 
nun  nicht  n  geschrieben  werden,  weil  nur  /<  =«,  mithin 
mufs  der  Exponent  0  vorläufig  stehen  bleiben,  bis  wir 
erfahren,  welche  Bedeutung  n    hat. 

5-5^ 


4.,!-'. 

5^- 

5^ 

V           15 

l  +  '^-3--+  ;  +2.^^ 

r-                i                 4            0 

=  5 

=  5^=5. 

.).{«  —  11    _    4^13 

•2"  = 

2^ 

4/(  +  3ra  — 11 +13  +  « .-^9 

512. 

{x^-y-z){x-^y-zr'=^{x  +  y-^zf-{x^y-z)-' 

^{x  +  y~zr\ 
5  a  .  —  1  a'*  =  —  20  a  a  =  -  20  a. 

.,        4  ,.         3    7  I      1  o  3    4     7  ,  o        4     11 

—  3  xy  ■  —  b  r/.T  y  =+18  axx  y  y  '=  iS  ax  y  . 
ox  y  ,  \.i  ox  y     Ax  y  __      Ix  x  y  y 


2  2  15 


Ax'y 


4.     Umkehrung:     a    =  a 

Anstatt  eine  Zahl  mit  einer  Summe  zu  jiotenzieren,  kann  man 
die  Zahl  mit  jedem  Summand  potenzieren  und  die  entstehenden 
l*otenzen  multiplicicren. 

1^ e i s p i e  1  e.      «■*■  +  ^  =  ,/ .  „^  =  a  ■  a  =  a •  a\ 

x-\-  y  ■\-  z  X         y         z 

n  =  n  •  H  •  n  . 

2 ^  +  ■'  =  2^  •  2"'"  =  32  •  2''. 

IG^^^^  10".  10^=  10"- 1000=  1(100 -10". 
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(3«  — 7c)'  =  (3ö  — 7c)'  +  '  =  (3a  — 7c)*-(3ö  — 7r)' 

=  (3a  — 7c/(3«  — 7c). 

n 

.    — =  a       ,  oder  a  :  a  =  a 
a 

Um  2  Potenzen  mit  gleichen  Basen  durch  einander  zu  divi- 
dieren, potenziert  man  die  gemeinschaftliche  Basis  mit  der  Diffe- 
renz aus  dem  Exponent  des  Dividend  und  dem  Exponent  des 
Divisor, 

Beweis.     Quot.  X  Dsr.  =  a"~'- «'"=  a"~ '■"^'' (s.  3.  Satz) 
=  a"  =  Dd. 

Anmerkung.  Da  der  Satz  ein  Divisionssatz  ist,  so  ist  er 
auch  unbedingt  als  solcher  und  nicht  durch  Zerlegen  in  Faktoren 
zu  beweisen. 

8 
-n     .        .    ,  0,  8  —  3  5 

Beispiele.     — ^=a       ==  a  . 

a 

2         2 

9*        9* 

:^?     Hier  ist   also   der  Exponent   — 3   um   — 4   zu  ver- 


a  a  ar  — 1 

a 


a 


\ 


3    3     r.l  —  n 

3"  ~  3"  ~~ 

(a  —  b) 

(x-\-y)         {x-\-y)        .     ,     x2-i      /     1     ^1  I 

«i-2/  (3:  +  ?/) 

3 

Schurig,  Lehrbuch  der  Arithmetik.     II.  Teil. 
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Ol  "  m  —  (n  —  p-\-  q—  r) 

n  —  p  +  g  —  r 
a      ^     ^ 

Dieses  Resultat  hätte  man  direkt  aus  der  Aufgabe  ableiten 
können.  Denn  um  die  Exponenten  des  Divisor  vom  Exponent 
des  Dividend  zu  subtrahieren,  addiert  man  sie  (nach  §.51  u.  54) 
mit  entgegengesetztem  Zeichen  zum  Exponent  des  Dividend.  An- 
statt hier  ?n  um  n — p  und  ^  —  r  zu  vermindern,  konnte  man  mit- 
hin sogleich  m  um  —  ?i  -\-p  und  —  fj  -{-r  vermehren. 

Q.T  +  3     tjX  —  2  y 


3-3*^ 


2x  —  3y  +  2     o       -iy 


j5 

Zusatz.       "\,'\  ?     Als— „ r  erhielte   man  nach  vorstehen- 

// 

dem  5.  Satze  a  ~  '  b^.  Da  man  jedoch  negative  Exponenten  nicht 
unmittelbar  benutzen  kann  und  sie  daher  im  Resultat  vermeidet, 
so  sind  Brüche,  wie  der  hier  gegebene,  durch  die  Potenz  mit  dem 
kleinern  Exponent  zu  kürzen. 

3  75 

a  0 

3   ,5 

Daher     ^    .,    durch  a    gekürzt  ==  — ^n—  ==  ~tt¥  »  noch 

ah' 


i3 

durch    h     gekürzt  = — ^. 
a 

Anfäno;er  denken  sich  dieses  Kürzen  gern  mechanisch  in  lol- 

,_^  .         a  //  aaabbbhb  ,  ,  , 

irender  AVeise:      ,   „  = r^-,  nun  oben  und  unten  uaa  und 

'^  a'  ])  aaaaaaabb 

ob  orestnchen,  erhalt  man: = — i-. 

°  aaaa         « 


a' 

b' 

a'b' 

a'b' 
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Beispiele.     — V  durch  x  srekürzt  =^; — , 


Sx  2x 

Sx  .       10/  ^  ■    8.r  9/   ^  12/ 

3/  "        9y'  ~~       3?/'  '  lOa;^  ""  5a:' 
5  a;       X              bx  •  12  15 


4     ■  12  4.a;'  ^^' * 

12«^ a;      7a;— 3         12alT(7a;  — 3)      .^         o      v  - 

:r =  — r- — 7= ;rr-     17  a;  —  3  mit  /  a;  —  3 , 

tx — 3       4ax  Aax{lx  —  3) 

a    mit  a  u.  s.  w.  gekürzt]  =  3  a. 

2e  1  2e-6^i(5a;— 1)  (a;  +  3) 


3n^^•(5a;— 1)  '  6w(5a;— 1)  (a;  +  3) 
4e(a;+3) 

3  n  a;  (5  x  - 

-1) 

?ia; 

(9x-  — 7)'  .(9.r  — 7)'  _  (9a;— 7f -10 

2 

5          '        10              5.(9a;_7)* 
2 

(9  a;— 7)' 

9a;  — 7' 

R 

6.     Umkehruno::      a      '  = 


Anstatt  eine  Zahl  mit  einer  Differenz  zu  potenzieren,  kann 
man  die  mit  dem  Minuend  potenzierte  Zahl  durch  die  mit 
dem  Subtrahend  potenzierte  Zahl  dividieren. 

Beispiele. 


2  —  X        5  25 


= ,     (Der  14.  Satz  \vird  zeigen,  dafs  man  hier 

5"^         5'^ 


nicht  25  mit  5  kürzen  kann.) 


■i  +  x  —  y         iy(ß-rx)  —  y 


2V     ^      2"      ^~2^ 


,x—l 


r     r 


m  X  —  I  •  

b' 


-»  7 


..1  —  m—  n  ^  1  —  (m  -}-n) 

O  =0  = 


.m  +  „  ^m^^n 
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(Oder  weil =^5  ~"'"~"    gQ  mufs  unmittelbar 


1  —  77»  —  7»  " 


sein). 


5'".  5" 
7.     a'=\. 

Beweis,     a  =«  ~  = — -  (s.  6.  Satz)  = —  =  1; 

a  ^^ 

«der  (-7)«  =  (-7)'-=  J5g-  =  £l  =  +l. 

Jede   (positive   und   negative)   Zahl   giebt  in  der  0*^"  Po- 
tenz -f-1. 

Beispiele.     («  — ^^  — c)°  — 3  =  1  — 3  =  — 2; 
5ö  — 7«''+ll  — 13«  — 2ö^  =  5ß— 7-1  +  11— 13a— 2-i 

=  2  —  8  «. 


(ö  —  0)         '  [a  —  b) 


o — 6         6  —  a  a  —  6  +  6 — o  0  ^ 

X        •  X        =  a:  ^  X  ^^\. 

1.  Zusatz.     0    ist  ein  unbestimmter  Ausdruck,  denn 

0«=0^-^=-^  =  |-(s.§.  18,  10,11). 

2.  Zusatz,     oo    ist  unbestimmt,  denn 

oo»  =  oo^-^  =  -^  =  -^  (8.  §.  18,  11,11). 

oo  ^^ 

8.     «"""=-—.      (Da  der  reeiproke  AYert  von  a"  '=— ^,  so 
a  a 

läfst  sich  der  vorstehende  Satz  aussprechen:) 

Eine  Potenz  mit  negativem  Exponent  kann  man  in  den 
reciproken  Wert  der  mit  positivem  Exponent  geschriebenen 
Potenz  verwandeln. 

Beweis. 

«-"=««-"  (s.  §.51)  =  4r  (s.  6.Satz)=-V. 

ö  a 

r,    .       .    ,  .-3  1  1 

Beispiele,     o      =  — =-^. 


§.  57.     Potenzlehre.  37 

(a  +  b) 
4-2_^2~^  +  3-8~'  — 2  ia  +  b  —  c)~' 
1.1.3  2 


4'        2'        8'        ia-\-b—cf 
1,1.3  2  9 


16    '    8        8         a-\-b  —  c        16        a  +  b  —  c 
1 


3  3 

c        a 


,2 


Erweitert  mit  a  •  d" 


1  3  ,2 

3    •«    -^-^  ,2 

a  cd 


Vergleicht  man  dieses  Resultat  mit  dem  gegebenen  Ausdrucke  und 
berücksichtigt  man,  dafs  auch  umgekehrt 

,2  —3 

cd  a      c 


ab         bd    " 


sein  mufs,  so  ergiebt  sich  die  ßegel: 

Versetzt   man    eine  Potenz    aus   dem  Zähler   eines 

Bruches   in    den  Nenner   oder   aus  dem  Nenner  in 

den  Zähler,  so  wird  der  Exponent  entgegengesetzt. 

Da  man  negative  Exponenten  gern  vermeidet,   so  wii'd  diese 

Regel  oft  in  Anwendung  kommen. 

Beispiele. 


(siehe  oben  die  ursprüngliche 


4-^ 
6-^ 

6^ 
4^ 

6 
~  16 

3 

r    8" 

a~" 

l-a 

— 'n 

1 

^     (. 

iehe  < 

1 

• 

1.«" 

a 

Form 

des 

8.  Satzes!). 

-—2 

o 

•10^  = 

10^ 

-2 
0 

1000 
25 

-  = 

40. 

15- 

6-^ 
21-^ 

15- 

21^ 

15 

•21 

5 

14- 

14 

•6' 

14- 

•6-6 

8 

5    ' 

•  It"^- 

l 

1 

1 

5^ 

15^ 

25- 

15 

375' 
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1-^-^'i     Entweder  2 


1-3-^9        1?«+^^^^-    £>-(3  +  ^) ^ 


23+:r        23.2''        8-2'" 
oder   2''.2~'' 


-3     ^-r  1 


^  —  {m  +  n) 


ab^  —  =ah-''-^'=ah^^''-'^  = 


7  n  —  1  • 

—  =^ahc'~    (um  dem  Quotient  die  Form  eines  Produkts  zu 
geben). 


öo  c      d 


l2     —  3  j  —  4 


«3   j4 

c  a 

4         4a;~^  1  cT^ 


3a;  3      '       2«'  2    ' 

Anmerkung.     Der  negative  Exponent  verwandelt  die  Potenz 

nicht  etwa  in  eine  negative  Zahl.     2~'   bedeutet  nichts  Negatives, 

1         1 
sondern  einen  Quotient,  denn  es  ist  2~^  =  — 3-  =  -^. 

2  ö 

Zusatz.     Soll  — T-\-^\ — 2«"  +  -^ —  streng  nach  ab- 

6        \(i  oa 

steigenden  Potenzen  von  a  geordnet  werden,   so  denke  man  sich: 


6 

ll  3         — 2|cl0         o2,7         —1 

=  -ja—~a      +51«— 2a+yö     . 

Die  Exponenten  von  a  sind  also  in  folgender  Ordnung  vor- 
handen: 1,  — 2,  0,  2,  — 1.     Dieselben  absteigend  geordnet: 

2  1  0  —1  —2, 

hiernach  jene  Glieder  geordnet: 

-2a^H-|-a^  +  5ia"  +  |a-^-|-«-%  d.i. 
=  _2«2+«  4-51^     '  ^ 


3  ^    ^^6a        4«2- 

4 
Man  wird  daher  auch  nicht  .u  =  3«H 1- 5  setzen,  sondern 

3  a  -}-  5  -I ,  denn  a  ,  a  ,  a"   ! 

a 
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Anmerkung.  Der  Unterschied  zwischen  dem  gröfsten  und 
dem  kleinsten  Exponent  der  Hauptgröfse  giebt  den  Glieder- 
umfang des  Polynoms.  So  ist  z.B.  la  — 5a  +  6von  kleinerem 
Umfange  als  a  -j-a  —  a  -jr^a,  denn  jenes  Polynom  hat  man  sich 
7  «^  —  5  o^  -{-  6  •  ff  ,  letzteres  als  ö  +  «  — «  -|-  2  «  zu  denken  und 
ersteres  geht  mithin  von  a  bis  a  ,  letzteres  von  «  bis  a  ,  der  Unter- 
schied der  Exponenten  ist  daher  2  —  0  =  2  und  4 — 1=3. 

cT  —  ^  ist  von  gröfserem  Umfange  als 

a;«  +  7.T'  — 2a:*  +  3/-9a'l 
Da  nämlich    der  Gliederumfang   offenbar  von  der  Gröfse  der  Co- 
efficienten  unabhängig  ist,  so  sind  z.  B. 

x'  +  1  OO.r^  -f  7/  -i-  1 1  a-  -H  2  —  dx~\ 
oder  5.r  — x  -{-x  — x-\-l — x'^  , 
oder     x^  +  0  •  a'^  +  0  •  a-^  +  0  •  .r  +  0  —  3  .r  ~  ^ 
Polynomien   von   gleichem  Umfange.     Das    letztere   aber  ist  jenes 
zuerst  gegebene,   bei  welchem  mithin  die  Differenz  der  Exponen- 
ten 4  —  ( —  1)  =^4  -(-  1  =  5  ist.     Die  Differenz  der  Exponenten  ist 
bei  dem  andern  Polynom  nur  6  —  2  =  4. 

9.  (ff")  =  ff"'".  Um  eine  Potenz  zu  potenzieren,  multipliciert 
man  die  Ex|)onenten. 

allgemein : 


Beweis,     (ff-*) 

4        4        4             4  +  4  +  4             4.3 

^a  •  a  '  a=  0             =ö 

i     w 

r             1       2                        r 

/    nY            n        n 
(  ff    )     =  ff    -ff     . 

.  .  .  .  a  =a    '              ^   =r/   . 

Beispiele.     (2'/ =2''  =  4096 
(5-^)'=5-'-'  =  5 


3  .-2.3  c-6  1  1 


5«        15625* 

^  "^  10«         1000000 

(lO^^)~^=10^"^^^~^^  =  10"  =1000000. 

3\2  3_  £ 

/       8  8  ■  4 

{a    )  =a      =a  . 

9  X  \  A_         2£.  „^ 
(7  *7'=7'   •"«-=  7'==  117649. 

((4-')-')~'  =  4^-'^^-'^^"'^=4- 


4"        4096 ■ 


2\  — n\5n 2.(-7i).5n ^.""n   


((„^)-')'"=„ 
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(l2t'T'  =  m'''-'''  =  m''''''  (eine  Zahl  von  751915  Stel- 
len, deren  erste  Stellen  links  2633989942 ). 

1.  Zusatz.     Da   eine    mit  n  Nullen  geschriebene  Potenz  von 
10=  10"  (s.  2.  Satz,  1),  so  ist  die  r'^  Potenz  einer  mit  7i  Nullen  ge- 
schriebenen Potenz  von  10==(lO")  =10"'^,  folglich  eine  Zahl,  die 
aus  1  mit  darauf  folgenden  wr  Nullen  besteht.     So  ist  z.B.  10000 
eine  Zahl,  die  aus  1  mit  darauffolgenden  (4*7  =)  28  Nullen  besteht. 

2.  Zusatz.  Bestehen  die  Ganzen  einer  Zahl  aus  7i  Stellen, 
so  bestehen  die  Ganzen  des  Quadrats  aus  2  n  oder  2  w  —  1  Stellen. 

Beweis.  Die  Istelligen  Zahlen  gehen  von  1  bis  9,99  .... 
(letztere  Zahl  <  10).  Nun  ist  1^  =  1,  also  Isteilig;  9,99^  aber 
offenbar  kleiner  als  10^,  d.  i.  kleiner  als  100,  folglich  höchstens  99 
(mit  einem  Decimalbruch),  die  Ganzen  also  höchstens  2stenig. 
Mithin  ist  das  Quadrat  einer  Istelligen  Zahl  1-  oder  2stellig. 

Die  2stelligen  Zahlen  gehen  von  10  bis  99,99 Nun  ist 

10^  =  100,  also  3stellig;  99^  aber  kleiner  als  100^  d.  i.  kleiner  als 
10000,  oder  höchstens  9999  und  folglich  die  Ganzen  höchstens 
4stellig.  Mithin  ist  das  Quadrat  einer  2stelligen  Zahl  3-  oder 
4stellig. 

Eben  so  findet  man,  dafs  die  Quadrate  der  Sstelligen  Zahlen 
aus  5  oder  6,  d.i.  aus  2-3  —  1  oder  2-3  Stellen,  die  Quadrate 
der  4stelligen  Zahlen  aus  7  oder  8  Stellen,  d.  i.  aus  2-4 —  I  oder 
2  •  4  Stellen  bestehen  u.  s.  w. 

3.  Zusatz.  Die  Ganzen  des  Kubus  einer  w stelligen  ganzen 
Zahl  bestehen  aus  3  7i  oder  3n  —  1  oder  3  ?i  —  2  Stellen. 

Beweis.  Aus  1^=1,  10^^=1000,  100^=1000000  u.  s.  w 
findet  man,  dafs  der  Kubus  einer  Istelligen  Zahl  mindestens  1  und 
höchstens  999,99  .  .  ..,  d.  i.  eine  1,  2  oder  3stellige  Zahl  ist,  dafs 
ferner  der  Kubus  einer  2stelligen  Zahl  mindestens  1000  und  höch- 
stens 999999,  d.  i.  eine  4,  5  oder  6stellige  Zahl  ist  u.  s.  w. 

10.  Umkehrung:  «'""=(«")  .  Die  Potenz,  deren  Expo- 
nent ein  Produkt  ist,  kann  in  die  Potenz  einer  Potenz  verwandelt 
werden,  indem  man  die  Basis  mit  dem  einen  Faktor  (des  Expo- 
nent) potenziert,  die  erhaltene  Potenz  hierauf  wieder  mit  dem 
andern  Faktor. 

Beispiele. 

2»"  =  (2')^  =  8^; 
3*-  =  (3^y=8l'. 

5-  =  (5-T=(^y  =  (2Vj'  oder  auch 


§.  Ö7.     Potenzlehre.  41 


.-2.  1  1  1 

5  =-^  = 


,  2  +  •!  X 


lo*-'^ 


0-     (ö'r    25"  ■ 

9^9'"=9'-(9T=81-656r. 
10^  10*  10000 


10         (loT       lö^ö" 

111  1 


g3  +  5a  ßS.gSa  g3,(^g5^«  216.7776''" 

I.Zusatz.     («")  ^^a"^^{aj  . 
Beispiele.     (2^)' =  (2T=  8". 

2.  Zusatz.  Ist  eine  Potenz  mit  gröfscx'em  Exponent  zu  be- 
rechnen, so  bestimmt  man  der  Reihe  nach  die  2.,  3.,  4.  Potenz 
u.  s.  w. ,  bis  man  zu  einer  Zahl  gelangt,  mit  der  sich  leicht  mul- 
tiplicieren  läfst.  Soll  z.  B.  2  berechnet  werden,  so  findet  man 
22  =  4,  2^  =  8,  dann  Iß,  32,  64,  128,  256,  512  und  2''=  1024. 
Diese  Zahl  1024  erscheint  offenbar  als  ein  sehr  bequemer  Mul- 
tiplicator.     Nun  denkt  man  sich 

2^=2''-"  +  '=  (2^*^)'.  2'=  1024*'.  16. 
Folglich:     1024-1024 
2048 
4096  . =  2  •  2048 ! 

1024^=1048576. 

Diese  Zahl  mit  1024  multipliciert  giebt  1024  ,  durch  wieder- 
holtes Multiplicieren  mit  1024  erhält  man  sehr  bald  die  4.,  5,  und 
6.  Potenz  von  1 024.  Die  letztere  noch  mit  1 6  multi})liciert  giebt 
die  gewünschte  2*'    (oder  die  in  §.  19,  2  gegebene  20stellige  Zahl). 

11.  Um  2'^  ,  eine  sogenannte  „aufsteigende  Potenz",  zu  be- 
rechnen,   verwandelt   man  immer  die  beiden  höchsten  Exponenten 

in  eine  Zahl.     Daher  2^  =  2'^^  (eine  Zahl  von  28  Stellen).    Jener 
gegebene  Ausdruck  ist  also  nicht  mit 

((2-7)'=  2  =*-=^-'=  2^^  =  4090 
zu  verwechseln. 

,  e 
d  m 

a  ?  Ist  d'  =  m,  so  geht  die  Aufgabe  über  in  a  ,  mit 
c     ^n  in.  a    ,   mit  o    =p   m  a  . 
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Die  gröfste  endliche  mit  3  Ziffern  geschriebene  Zahl  ist 

n9^         r»  3^7420189  t>  l.       j.  v 

y     =  9  .  Berechnet  man  diese 

Potenz,  so  erhält  man  eine  Zahl  von  369  693  100  Stellen,  deren 
erste  Ziffern  428124773175748046....  Schreibt  man  auf  den  Centi- 
meter  4  Ziffern,  so  ist  diese  Zahl  124,5523  geog-r.  Meilen  lang-. 


B.    Die  Basen  gleich  nnd  negatiT. 


12.  (_«f=-f-l  (s.  7.  Satz); 
i—af  =  i—a)  {—a)=-]-a; 


{—af  =  —  a; 

( —  a)  =  ( —  a)  (—  a)  ( —  a)  = —  «"• 

( — a)  ?  4  negative  Faktoren  geben  nach  §.  51,  4,b  ein  posi- 
tives Resultat,  daher  =-{-a. 

( — ö)  ?  5  negative  Faktoren  geben  ein  negatives  Resultat, 
daher  =  —  a  . 

Weil  überhaupt  je  2  negative  Faktoren  ein  positives  Produkt 
geben,  so  mufs  die  geradzahlige  Potenz  einer  negativen  Zahl  ein 
positives  Resultat  geben. 

Insbesondere  ist  daher  das  Quadrat  einer  jeden  Zahl,  gleich- 
viel ob  sie  positiv  oder  negativ  ist,  stets  positiv. 

Beispiele. 

(-7)'  =  +7'  =  +  49,  (-f-9)'=+9'=  +  81. 

Ist  der  Exponent  ungerade,  so  bleibt  ein  negativer  Faktor 
übrig,  nachdem  je  2  zu  einem  positiven  Produkte  vereinigt  sind, 
und  mithin  mufs  das  gesuchte  Resultat  negativ  werden. 

Da  man  eine  gerade  Zahl  mit  2  7i,  eine  ungerade  mit  27i-\-l 
bezeichnet  (s.  §.55,  1,  Zus.),  so  ist 

/         ^\2n  ,        2n        ,  \2n  +  l  2«  — 1 

(— ö)      =+«     ;    (— ö)     ^   =  —  a 

Der  Beweis  für  die  vorstehenden  Sätze  läfst  sich  allgemeiner 
und  prägnanter  in  folgender  Weise  führen: 

(—  0^  +  '  ={-  af  '(-  af  =  +a^"  ■  -  f/   (s.  Zeile  vorher) 


2 

n 

a' 

= 

-a'" 

B 

eispiel 

e. 

(- 

-1)"= 

=  +  !"  = 

1 

(s. 

§. 

15,5) 

(- 

-if = 

:-)''  = 

-1. 

(- 

-«)"= 

--a''', 

(- 

-«f= 

■■+n^\ 
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(+3f-(-2)*  +  (-5f  =  (+3^)-(+2*)  +  (-5^) 
(s.  Satz  1 !)  =  3'  —  2*  —5'  =  243  —  16  —  125  ==  102. 

2(-3f-5(-4f  +  7(-2)'-(-5f 

=  2  (-3^)  -5  (+4^)  +7  (+2^)  -  (+5-0 
=  —  2-3^  — 5 -4' +  7- 2*  — 5'' 
=  —  2-27  — 5.16  +  7-16  — 25 
=  —  54  —  80  +  1 12  —  25  =  —  47. 

4(-l)(-2f  +  (-3)^-lf-2(-4/(-5f 

=  4  (-  1)  (-2-'^)  +  (+3^)  (-r^)  -2  (+4-0  (-5^) 

2  Minus  1  Minus  2  Minus       (s.  §.  51,4,b.) 

=  +  4-l-2^  — 3*-  1^^  +  2-4^  5^ 
=  4-32  — 81.1+2. 16-125 
=  128  —  81  +  4000  =  4047. 

3  (_  af  b^—ba  h\—  a  f{—h  f  +  7  «'  ^  (—  a)\—  b) 

=  3  (4_  r/)  b'  -  5  ah'  (-  a")  (+  b')  +  7  f/  //  (+ ./)  (-  b) 

oG,4,-      ,25,2  -2,3      4, 

=  3«ö+Daw  oi»  —  i  a  b  ab 
=  d  a' b^ -\-b  a^'b'  —  1  r/ //  =a'b\ 

_  (— 2)'(— 3f  _        (— 30f 

4(-6f  (-6)  (-5)' 

_^        (+2^)  (+3^)  (-30^) 

4(-6')  (-6)(+50 

_,    ,     64-9         27000  _.    I    2 
-^  +  4T2l¥~'6T625-^+y~^^-~^^^- 

2Zo^b^  —  da^c\-\-2b\''gehtrüvn  =  —  2,  b=-'S,  r  =  — 5 
über  in 
23(— 2y'(-3f  — 3(— 2f(-5)'  +  2(— 3)''(-5f 

=  23  (+2")  (-3-^) -3  (-2^)  (+50 +2  (+3^)  (-5^) 
=  —  23-64-27  +  3    32-625  —  2.81.125 
=  —  39744  +  60000  —  20250  =  6. 

2  3  4  5*; 

a —    -   H ; -\ — ^ -pr-  ffeht  lur  a  =  —  b  über  in 

2     '     3  4     '     5  6    ® 

,      ,,       i-hf        i-bf        i-bf        i-bf        i-bf 
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=  — & X— + 


2       '        3  4 

—  6 


1,2  7,3  ,4  70  ,6 

h  0  h  0  0 


2  3  4  5  6 

( — a  )  ?  Nach  dem  1.  Satze  bezieht  sich  5  nicht  auf  das 
Minuszeichen,  sondern  6  allein,  folglich  hat  man  sich  die  Aufgabe 
eben  so  zu  denken,  wie  ( — p)  =-\-p  ,  und  man  erhält 


+  («T= 


.30 


a 


{—a^)    =  —  (a^)    =  —  a^;  denn  ( — p)  = — p. 

20         20 40 

5(-«)«(_„^/-14(-a-»)'.(-«^)' 

_4(_„')V«f(-«)-6(-«')' 
=  5(+  a")  l-  («^)']  -  14  [+  (a-')T  [-  {af\ 
- 4  [+ («=')1(- «»)(-«)- 6  1  + («')'] 


n 


a-\ 


a«+14«      «    —  Aa  a  a  —  6a 

r      12     I     4  .     12  ,12  ß      12  12 

=  —  ha    -\- \Aa    — Aa    — 6a    =—a  . 

(_«)-«=[(_.)r^  =  (+aT'  =  +  «^^-'^  =  + 

(-«)  =   ,  ,9    = ^= 9-==—«        • 

( —  a)         —  a  a 

Aus  den  beiden  letzten  Beispielen  folgt,  dafs  die  Potenz  einer 

rr  y^   {  positiv  )       •   i  i  i       f  geradzahlige      i 

negativen  Zahl  \^        .-    \  wird,  auch  wenn  der  \^  -,    Pr^^  r 

°  l  negativ  J  '  l  ungeradzahlige  \ 

Exponent  negativ  ist. 

(-2r''=-2-'=-^=-^.  ^ 

C.   Verschiedene  Basen,    bleiche  Exponenten. 

13.  a"  6"  =  {ahf.  Potenzen  mit  gleichen  Exponenten  multi- 
pliciert  man,  indem  man  das  Produkt  der  Basen  mit  dem  gegebe- 
nen Exponent  potenziert. 
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1       2 

n      1      2 

^      i  i   ^   * 

n     n 

eweis. 

a  0 

==  a-a  .  . 

.  .  a-h-h  .  .  . 

.  b  =  a-b-a-b  .  . 

.  .  a-b 

1 

2 

n 

=  ah 

ab  .  . 

...  ab  = 

iahf. 

1000. 


Beispiele.     2'- 5' =  (2.  5)'=  10 
(5«y.(_|-y^(5«.-fy=(-aO*=+« 

(-4)  •(-- i4-j  •(-- ^j  =  L^-'^^H-  iX 

=  L 2.14-3«    J=-(^)    =-*   • 

-7  /^H-f-? 


4& 

3ö 


5  \n 


(a-h^^r'-cc+^r 


.«  +  ^, 


1 


ö  +  i  J 


(c  +  d) 


14  • 


14.     Umkehrung.     (ab)"  ==a"  b". 

Um  ein  Produkt  zu  potenzieren,  potenziert  man  jeden  Faktor 
mit  dem  gegebenen  Exponent. 

Beispiele,     (i)  af  =  b^  -  a^  =  2ba  . 

(_  4  abf  =  —  (4  abf  =  -  A^ah^  =  —QA  a  b\ 

{-lah'cy==  +  {la'b'cy=^l'{a'y{b'Yc' 


e\Afn       12  ,20     4 

=  2401  a    b    c  . 


Eben  so 

,4 


{-bb-'x'f=-b'h 


5  i  —  30      35 
X 


3125  a:- 


(5«^)  -(2a-r  +  {-^a'Y  +  (-  20a-^)(2«^)^ 
=  625ö.^^-2-^«'^-h27a'^  +  (-20«-').32r/ 


an-      12  '^  I     0-7     12  ,■  ,,,     12 

=  62oa -  +  27«    — b4(ia 


47a' 
4 


Zusatz.  700"'  =  (7- l(lof-=  34  !•  1(10^  =  343  multipliciert  mit 
einer  Zahl,  die  aus  1  mit  3mal  "2  Nullen  l.estcht  (s.  9.  Satz,  1.  Zus.) 
=  343- 1000000  =  3  l3(HMlii0n. 

Um  also  eine  runde,  auf  7i  Nullen  .^ich  endigende  Zahl  auf 
die  r"=  Potenz  zu  erheben,  |>otenziert  uuui  die  ohne  jene  Nullen 
iredachte  Zahl  mit  r  und  hänirt  dem   Resultat  nr  Nullen  an. 
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13000^  ist  also  13^  mit  3-5  Nullen 
=  371293  mit  15  Nullen 
=  371293000000000000000. 

n  /  n 

15.     —  =  (,-),  oder  (/  :  J/  =  (a :  1/)". 

Um  Potenzen  mit  gleichen  Exponenten  durch  einander  zu 
dividiren,  potenziert  man  den  Quotient  der  Basen  mit  dem  ge- 
gebenen Exponeut. 

Beweis. 

Quot.  X  Dsr.  =('y).i"  =  (y.*)    (8.  13.  Satz)=a"  =  Dd.! 


Beispiele.        ^  =(^ --  )  =2=*  =  32. 
=3*=  81. 


3-^ 
13869*       / 13869  \*     ,4 


4623'        V  4623 

(i^  =  (2a=^/  =  128«^ 


(6  a)' 


(_15a^ft)         \        {f)a  b] 

(3if:(lTVf=(^:]|)=3^=9. 

/14a'6\'./       7a&\"      /14a^6  7«^/Y'       ,  .,    ,.« 

^    öx     -^     ^      6a;  /       V    3.r  6cT  / 

=  +  4096a^'.rl 

^^  1  ==  — .     Um  einen  Bruch  zu  po- 

b  )         i,- 

tenzieren,  hat  man  jedes  Glied  desselben  mit  dem  gegebenen  Ex- 
ponent zu  potenzieren. 

,,    .      .   ,        /  2  V       t         16 
Beispiele,     ^-j  =  — =  _. 

1  Y_  1^  _      1 
1  )~  f  ~  16807' 

(4-^)^?     Hier  könnte  man  sich  leicht  durch  {ab)'  =d  U  (siehe 
14.  Satz)  verleiten  lassen, 
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zu  rechnen, 
den,  (lafs 


(4  +  l)=4'+(|)=64  +  l  =  64i 
Vorläufig  kann  nur  darauf  aufmerksam  gemacht  wer- 


und  dies  offenbar  nicht  blos  4  •  4  •  4  -|- 


1 


1 


(s.  §.  11,  9)   sem 


_    1 

2*2*2 

kann,  dafs  man  die  Potenz  eines  mehrteiligen  Ausdrucks  also  nicht 
durch  Potenzieren  der  einzelnen  Glieder  berechnen  kann. 

Gemischte  Zahlen  sind  vielmehr  einzurichten  und  nur  in  be- 
sondern Fällen  ist  das  in  §.  62  gelehrte  Potenzieren  eines  mehr- 
teiligen Ausdrucks  anzuwenden.     Daher: 


(1t'ö)'  = 


729 


=  9H. 


11 

10 


iL 

10^ 
2b' 


14641 


10000 


1,4641. 


mf-{f)=^~=^n- 


o  a 
66  X 


H"')' 


(s.  14.  Satz). 


Enthält  also  der  Zähler  oder  Nenner  eines  zu  potenzieren- 
den Bruches  Produkte,  so  potenziert  man  jeden  einzelneu 


Faktor.     Hier  ist  noch 


2o« 


^6  h^\' 


ZU  schreiben. 


/  2  «      X    I 


27      21 
X 


133U'^/ 


1331«^^  6'^/ 


M 


=+ 


2  • 


1.  Zusatz. 


Nimmt   man    den  Exponent  einer  Potenz   entgegengesetzt, 
so  hat  man  die  Basis  reciprok  zu  nehmen. 


Beweis. 
Beispiele. 


/;' 


49        ,, 


48 
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/  1  r'    /14  V 

—  (  7—2744. 
V  14  /           \   1  J 

^^^^           V19;  -  130321  • 

f-r'-f-Y— - 

V  ^*  /           \  a  J         a' 

2  a 

Isb' 

-5 

.2«\ 

\      243  0^" 
32«'^  ' 

2.  Zusatz. 

f   bV 

a 

ö  •    — 

V  c  / 

'ii)- 

iinfl 

«                    \  c  J 

a-    -- 
\b  J 

d- 


d 


d 


Oder:  Die  Potenz  eines  Bruches  kann  man  mit  unverändertem 
Exponent  aus  dem  Zähler  in  den  Nenner  und  aus  dem 
Nenner  in  den  Zähler  setzen,  wenn  man  die  Basis  reciprok 
nimmt. 


Beispiele. 


7.1,^ 


19 

875 


19 


19 


875 


875 


11 


9-1,375' 


lOOH 


577 
589^ 


1713 


17 


/589 
A577 


100  • 


3.  Zusatz,     Die  Potenz  eines  echten  Bruches  ist  kleiner  als 
die  Basis,  wenn  der  Exponent  >  1. 
Allfremeiner: 


(f)"<(y)>  "■ 


cnn  -      <  1   und  ??  >  r  >  1    ist. 
b 
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Bei.piel.    {\J<{,    (|)'<(1J 


Die  Potenz  eines  echten  Bruches  entfernt  sich  mithin  immer 
mehr  von  1  und  nähert  sich  fortwährend  der  0,  wenn  der  Expo- 
nent immer  o-röfser  genommen  wird. 

Man  verijleiche  auch: 

,6667 


(|)'= 0,666: 

2\^         8 


^^=^^0,2963 

-j    =0,0173 

2  V*^^ 

_  j      =  0,0000000000000000024597. 

Beweis.     Nach  den  Divisionssätzen  ist: 

11  111  1 

-.-  kleiner  als  1---,    ^  •  ,y  <  ^  '  9  ' 

-•aJ<:-(iT<f 

Feroe.ist|.(A-J<,.(|/,d.i(|)'<(l" 


und  da  wieder  (x)  "^  IT'   '^^  ^"^^   ix/  ^4' 

Eben  so :   (  t  )  <  (  v  )  <^  (  X )  '^  T   ^^'"^  "'^^^  ^^^'  Voraus- 
setzung) <  1. 

4.  Zusatz.     (-7-)    =0,  wenn  die  Basis         ein  echter  Brucli. 
Beweis.     (^^)    =       ^   ^   (s.  2.  Zusatz)  =  ^  (s.§.  57,2,IV) 


8 
=  0.     (Strenger  §.  62,  7,  5.  Zus.). 

5.  Zusatz.  Ein  ?i! stelliger  Decimalbruch  giebt  in  der  r^*^"  Po- 
tenz  emen  ?zrstelHgen  Decimalbruch. 

Das  Quadrat  eines  1,  2,  3,  4, n stelligen Decimalbruches 

besteht  daher  aus  2,  4,  6,  8, 2n  Decimalstellen. 

Der  Kubus  eines      1,  2,  3,  4, wstelligen  Decimalbruches 

besteht  aus  3,  6,  9,  12, 3w  Decimalstellen. 

rfchurig,  Lehrbuch  der  Arithmetik.     II.  Teil.  4 
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I.Beweis.      0,0007^  =  0,0007 -0,0007 -0,0007,  folglich 
4  +  4  +  4  =  4-3  Decimalstellen. 
Eben   so   ist   die  Anzahl   der  Decimalstellen    der  r^*^"  Potenz  eines 
w  stelligen  Decimalbruchs 

12  r 

=  n-\-n-\- -\-n  =  yir  Decimalstellen. 

2.  Beweis.     — —  ist    ein   wstelliger    Decimalbruch    (s.  §.  38), 

wobei  der  Zähler  beliebig  grofs  sein  kann.     Z.  B. 
43789 


lO' 


ein  3  stelliger  Decimalbruch  (=43,789). 


Mithin  ist  = — —  ein  m-stelliger  Decimalbruch. 

V  10"  /         10"'  " 

6.  Zusatz.  Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt  unmittelbar, 
dafs  man  die  r'®  Potenz  eines  Decimalbruches  berechnet,  indem 
man  die  Anzahl  der  Einheiten  der  letzten  Decimalstelle  auf  die 
r*^  Potenz  erhebt  und  die  gefundene  Zahl  in  die  wr*°  Decimal- 
stelle setzt. 

Beispiele.  0,0013'?  Man  erhält  13^=2197  in  der  (4 -3'«"=) 
12'«»  Decimalstelle,  daher  =0,000000002197. 

3,46^?  Man  erhält  346^=119716  in  der  (2-2'«"  =)  4'«»  De- 
cimalstelle, daher  =11,9716. 

7.  Zusatz.  Beginnt  eine  Zahl  in  der  ?i'®"  Decimalstelle  nach 
dem  Komma,    so  beginnt  das  Quadrat  mit  der 

2w'«"  oder  (2w — 1)'°°  Decimalstelle. 
Beispiele.     0,0007  beginnt  in  der  4'®"  Decimalstelle, 
0,0007^  =  0,00000049 
in  der  (2-4—1)*«",  d.i.  in  der  7'«"  Decimalstelle. 
0,0103  beginnt  in  der  2'«"  Decimalstelle, 
0,0103^=0,00010609 
in  der  2-2'«",  d.i.  in  der  4'«"  Decimalstelle. 

Beweis.  Die  Isteilige  Ziffer  der  w*«"  Decimalstelle,  mit  welcher 
der  Decimalbruch  beginnt,  wird  im  Quadrat  1-  oder  2  stellig  (siehe 
9.  Satz,  2.  Zus.),  zugleich  rückt  die  letzte  Stelle  (rechts)  des  1-  oder 
2stelligen  Quadrats  nach  dem  5.  Zusätze  in  die  2  «'«  Decimalstelle. 
Ist  nun  das  Quadrat  jener  2  ?<'«"  Decimalstelle  Isteilig,  so  rückt 
es  in  die  2«'«  Decimalstelle  selbst,  ist  es  aber  2 stellig,  so  rückt 
die  2'«  Stelle  (rechts)  auch  in  die  2  n^'^  Decimalstelle  und  folglich 
die  1*«  (links)  in  die  2/< — 1'«  Decimalstelle. 
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8.  Zusatz.  Beginnt  eine  Zahl  in  der  m'*^"  Decimalstelle,  so 
beginnt  der  Kubus  in  der  3  w'^"  oder  {'dn — 1)*«''  oder  (3w  — 2)"^" 
Decimalstelle. 

Beweis.  Die  Isteilige  Ziffer  der  w*^"  Decimalstelle  wird  im 
Kubus  1-,  2-  oder  3stellig  (s.  9.  Satz,  3.  Zus.),  zugleich  rückt  die 
letzte  Stelle  (rechts)  des  1-,  2-  oder  3  stelligen  Kubus  nach  dem 
5.  Zusatz  in  die  3«^®  Decimalstelle,  daher  die  1'^  den  Decimalbruch 
beginnende  Stelle  in  die  3w*^  oder  {'dn —  1)'*^  oder  (3«  — 2)'^  De- 
cimalstelle. 

D,    Terschiedene  Basen  und  verschiedene  Exponenten. 

17.  Die  Rechnung  mit  verschiedenen  Basen  und  Exponenten 
wird  oft  bedeutend  vereinfacht,  oder  für  bestimmte  Zwecke  in 
passender  Weise  vorbereitet,  wenn  man  entweder  gleiche  Basen 
oder  gleiche  Exponenten  herstellt. 


Beispi 

ele. 

I.     5^ 

2^=5*. 

2*  •  2  =  (5 

•  2)*  •  2  = 

10^ 

•2  = 

10000 ■ 

•2, 

8^ 

8*.  8 

V3r^  = 

16-8 
81    ' 

12* 

12* 

72^ 
36* 

72^ 
36' -36 

2' 
36 

36    "^^^ 

72^ 

(36  •  2)'^ 

36'.  2 

3          2^ 

36* 

36* 

36* 

"■  36" 

0,875 

0,875 

7 

u. 

s.  w. 

1,375'' 

1,375 

•1,375 

11-1,375 

IL     25 x'  =  h' . {xi  =  (5 xi;     9-f=  3^  •  f  =  (3 •  7)1 

Anstatt  ein  Quadrat  mit  irgend  einer  Zahl  zu  multiplicieren, 
kann  man  die  Basis  des  Quadrats  mit  der  Quadratwurzel  aus  jener 
Zahl  multiplicieren. 

64. 0,25' =  (8- 0,25)' =  2l 

1,44 -0,7' =  (1,2- 0,7)^  =  0,84^  denn  1,2'=1,44. 

9  «^"  (5  xf  =  (3  «^  •  5  x)'  =  (l  5  axf . 

III.     343  a'  x'  =  f  {a'f  x'  =  (7  a'  x)\ 

Anstatt  einen  Kubus  mit  irgend  einer  Zahl  zu  multiplicieren, 
kann  man  die  Basis  des  Kubus  mit  der  Kubikwurzel  aus  jener 
Zahl  multiplicieren. 

Daher  auch  0,512 -7,5'  =  (0,8  "7,5)'=  6'';  denn  0,8^  =  0,512. 

4* 
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IV. 

25  a- 

36// 

12^ 

n' 

-2      2  I    ^  2 

o  a        l  ^  ^  \ 


12 

-2-)  -'' 

Anstatt  ein  Quadrat  durch  irgend  eine  Zahl  zu  dividieren, 
kann  man  die  Basis  des  Quadrats  durch  die  Quadratwurzel  aus 
jener  Zahl  dividieren. 

2  2  /         \2 


2  2  /\2  .,  /\9 

a    a    f  ^  ]        .*•'       (  -'i-  Y 

y       8x'  2  X  I  2  X 


y'^''   ariz^r  \y 


_18^^_18^_    /18 
21G  ~    6^   " 


3^ 


Anstatt  einen  Kubus  durch  irgend  eine  Zahl  zu  dividieren, 
kann  man  die  Basis  des  Kubus  durch  die  Kubikwurzel  aus  jener 
Zahl  dividieren. 


0,06'        /0,06Y          ,3 
0,008       V  0,2  J         '    • 

i65a^.J_/65«^.f                 3 
125a'          \    5«    / 

4096         8*        /  8  Y      /  1  Y 
32'         32*       132  7       \aJ 

1 
256 

VI.     Oft  ist  es  hierbei  von  Vorteil,  die  Basen  in  Primfaktoren 
zu  zerlegen. 

.5-2.    .2.-3    ox-2        6^      9-     8^        (2.3y.(3^r-(2r 


9' 


6^^     9'      8^        (2.3f^-(3^)'.(2')' 

2^3^(3y.(2y  1    /3*.2'r       1   ..     y 

C.,2  o2y    0G..26  2.3\  2'.  3'/        6  ^         ^ 


(2^3T-3'-2 
6 
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72^75^         (2^3^)'. (3 -5^)'  2^^  3^^  3^  5^" 


45'-48*  (3'- 5)'- (2*.  3)'  3''- 5' •  2^".  3' 


2^-5^        4-125 


§.  58.     Multiplication  eines  Polynom  mit  einem  Monom. 

1.     Nach  §.  11,  4  und  5  ist  jedes  Glied  des  Polynom  mit  dem 
Monom  zu  multiplicieren. 

Beispiele. 

2{x  —  3y—bz)?     Hier  ist  2  mit  .r,  2  mit  —3?/   und  2  mit 

—  5  r  zu  multiplicieren  (s.  §.  55)  =2.r  —  (3;/ —  U)  z. 
3a(4a  +  5*— 6c)  =  3ö-4a  +  3«-5/7  — 3ö•6c■ 
=12«^+15a&— 18ar. 

~a-{-9b—  A{2a  —  b)  bedeutet,  dafs  'a-{-9h  um  das  4fache 
von  2  a  —  b  vermindert  werden  soll.  Man  könnte  also 
rechnen : 

7«  +  9/^  —  [4(2a  —  />)]  =  7a  +  9//  —  (8  a  —  4^) 
=  7a  +  9/^  — 8a  +  4/^=  13/y  — a. 
Indessen   ist  es  vorteilhafter,   die  Aufgabe  in  folgender 
Weise  aufzufassen: 

7« +  9/^  ist  um  das — 4 fache  von  2  a  —  b  zu  ver- 
mehren.    Da   nun    ( —  4)  (2  a  —  6)  =  —  8  a  -f  4  b    (denn 
es  ist  —  4  mit  2  a  und  —  4  mit  —  i  zu  multiplicieren), 
so  ist  also  7a  +  9/y  um — Sa-\-4b  zu  vermehren,  und 
man  erhält  1  a-{-9b  —  Sa-{- Ab,  wie  oben. 
Geht   mithin   dem  Produkt   aus  einem  Monom  und 
einem  Polynom    ein  Minuszeichen   voraus,    so  mul- 
tipliciert  man  sogleich  das  mit  dem  Minuszeichen  versehene 
Monom  mit  jedem  Gliede  des  Polynom,  wodurch  zugleich 
die  Parenthese  aufgelöst  wird. 

4  (3  «  —  5  ab  +  2  ac)  -  7a  (1  +  3  //  —  2  r) 

=  12a  — 20a/^  +  8ac  — 7  a  — 21  ab-^\Aac 
=  5a  — 41  a/^4-22ar. 

_  19a;        8v       ,, 
~^3^        3  '^' 
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^a    f'2b        ba\      9  4«       'd     f2b        ba 


3      V  3  6    7    8«'         3      8/  V  3  6 

2«  V  3  Q  )~  a         ^' 

2.  5[2(a  — 4  6)  — 3(2tf  — 5^^)]  — 7(2«-9ö) 

=  5  [2  a  —  8  i  —  6  «  +  15  Z/]  —  14  a  -t-  63  ^>. 
Bevor  man  mit  einem  Polynom  i-echnet,  sind  in  demselben 
die  gleichartigen  Glieder  zusammenzuziehen.     Daher: 
5  (7  Z>  —  4  a)  —  14  a  +  63  &  =  98  &  —  34  «. 
a;  — 3(5a:  — 2?/  — 4[3.v  +  7.r  — 2(a;  — 9?/)+  11  (2a:  —  ?/)] 

a  b  c  d  e  fg 

—  9[2(3a;-8y)-.T+13?/])=? 

h      i  k  Im 

Hier  soll  von  x  das  3fache  eines  Ausdrucks  subtrahiert 
werden,  der  von  den  beiden  Parenthesenstrichen  a  und 
m  eingeschlossen    ist.     Innerhalb    dieser  runden    Paren- 
these am  befinden  sicli  die  eckigen  Parenthesen  Ixj  und  hl 
nebengeordnet.     Innerhalb  jener  Parenthese  hy  befinden 
sich   wieder   die   runden    Parenthesen  cd  und  ef  neben- 
geordnet.    Die    Parenthese  hl  schliefst   nur   die  Paren- 
these ik  ein.     Mithin  sind  zunächst  die  Parenthesen  cd, 
ef  und   ik  aufzulösen,    hierauf  hg  und  hm^    endlich  am. 
Man  erhält: 
ic  —  3  (5  X  —  2  ?/  —  4  [3  y  +  7a;  —  2  a:  +  18?/  +  22  a:  —  1 1 «/] 
—  9[6a:— 16?/  — a;+13  2/]) 
=  x  —  '6{bx  —  1y  —  \  [27  a-  +  10  2/]  —  9  [5  a:  —  3  ?/]) 
=  X  —  3  (5  a;  —  2  ^  —  1 08  a:  —  40  y  —  45  x  +  27  v) 
=  a:  — 3(— 148  a;—  15?/) 
=  x-\-  444  a;  H-  45  y 
=  445  a;  +  45  y. 

3.  (—  1)  (a  —  i  —  c  +  ^)  =  -  1  •  a  -f  1  •  ft  +  1  •  c  —  1  •  </ 

=  — «  +  /^  +  c  —  d. 
Multipliciert  man  also  einen  mehrteiligen  Ausdruck  mit 
—  1 ,  so  werden  die  sämtlichen  Glieder  desselben  in  die 
entgegengesetzten  verwandelt.  Zugleich  mufs  das  ge- 
fundene Produkt  den  entgegengesetzten  Wert  jenes  mul- 
tiplicierten  Polynom  haben  (s.  §.  51,  4,  b,  2.  Zus.). 
x  —  y  mit  —  1   multipliciert  =  —  x-\-y ^=y  —  x. 

7— da— 4b      .    ,        ,.,.  .  ,  7— 3a  — 4^> 
mit  1  multipliciert  entweder  =  — 


oder  = 


o 
(7— 3a  — 4*)(— 1)        3a-l-4ö-7 


(s.  §.  13,  19). 
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a  +  h 


a-{-2b 
X —  1 
a —  h 


—  3)-(-l)  = 


a  +  6 


a  +  lh 
\—x 


+  3 


a  +  h 


a  +  lh 


a  —  b 


2w  (s.  §.  13,  19). 


Zusatz.  Nach  §.  57,8  kann  eine  Potenz  aus  dem  Zähler  in 
den  Nenner  und  aus  dem  Nenner  in  den  Zähler  gesetzt  werden, 
wenn  man  den  Exponent  mit  —  1    multipliciert.     Daher: 

ab  a 


c            b"-'c 

«""^     J— « 

6"-^         a'-'' 

4.     {a  —  3b) 

3 

o  a 
^b 


2a 


a  —  3  i 

Denkt  man  sich  a  —  ^b  als  Monom,  so  ist  dasselbe  mit  jedem 

der   beiden  Glieder   (Brüche)   der  Parenthese  [  ]  zu  multipUcieren, 

daher :  5  /x  2  a 

=  («-4/^)--^^-(a-3/.) 


a  —  db       "■  ~       ""'    a  —  Si» 
=  5  a  —  2  a  (§.  1 3,  1 0  und  §.  55,  2,  Zus.) 

Ix  —  9  ö  X  —  1  a     .  Ix 


3  a. 
(5  a; —  4a)? 


Lhx  —  4a        hx  —  4a        3(5.r — 4a) 

Der  Ungeübte  macht  oft  den  Fehler,  dafs  er  die  Zeichen  der 
Glieder  des  Zählers  unverändert  läfst,  wenn  der  Nenner  eines  nach 
einem  Minuszeichen  stehenden  Bruches  wegfällt.    P]r  rechnet  z.  B. 

X  —  la      t-  i    \ 

— (o  .r  —  4  a)  =  —  X  —  i  a. 

hx  —  4  a 

Um   diesen  Fehler   zu  vermeiden,    denke   man   sicli  den  Zäliler  in 
Parenthese  (s.  §.  13,  10,  1.  Anmerk.).     Daher: 


2a;  — 9a 
5  a:  —  4  a 


(5  a;  —  4  a) 
Ix 


(x  —  la) 


(5x  —  4  a) 


'    3  (5a;  — 4a) 

=  2a;  —  9a  —  {x  —  1  a) -{- 


bx —  4a 
(5  a;  —  4  a) 

2  a;  (5a;  —  4a) 


3  (5  a;  — 4  a) 


rt          n              ,   -      ,    2a;        5x 
^2a;  —  9a  —  a;H-/a  +  -^r-  =  -^ 2  a. 


5. 

Form  7  (  5 .» 


5  a;  —  4  •  ^-^ —  ?     Diese  Aufgabe  hat  man  sich  in  der 

3 


a  X 

zu  denken,    wo  4-       ,    also    auch  4 
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als  ein  Glied  zu  betrachten  ist  (s.  §.  52,  10).     Mithin  ist  7  mit  bx 

^ 3 

und  7  mit  4  •  -- — - —  zu  multiplicieren.    Die  letztere  MultipHcation 

ist   die   Multiplication   eines  Produkts  (s.  §.  11,  8),    wobei  man  7 

nur  mit  ^~- — ,  nicht  aber  mit  4  multiplicieren  wird.     Man  erhält 

35  a;  -  4  •  (x-  —  3)  =  35  .r  —  4  a;  +  12  =  31  a-  -h  12. 


2  a  — 


3      a  +  b 


2^ 


_3 
4 

3b 


a=2a^  —  —  («"4"^) 


3  a" 


4 


d-'^) 


2  V 

ö+l 

2  a  — 


I  i  )  {a-}-lJ)  mit  4  multipliciert  =  5  (2  a  —  5)  (a  +  5). 


multipliciert  mit  6  (2  a  —  5) 
-H-6-^^^-(2«-5)  =  -7(«+1). 


Um  3^  (2  o;—  3|)  (-ß-  +  ^  )  niit  216  zu  multiplicieren,  denkt 

denkt  man  sich  216  =  4  •  3  •  18  und  multipliciert  3^^  mit  4,  (2  o:  —  3|) 

/  5  'c        8  \ 
mit  3  und  f  -^  +  -^  j  mit  1 8.   Daher  =  1 4  (6  a:  —  1 1 )  (1 5  a:  +  1 6). 

2  a  3 

A  besitzt-;—,  B  l^Jl.  weniger  als  A,  C    .-  von  B  (s.§.  35,7), 

D  15  mal  so  viel  als  C.     Wie  viel  hat  Dl 

.  hat  l^-U,.:  1(1^-1,),  .4(1^.-1,)  .,.Ui- 

3 

pliciert  mit  15=  --(10«  —  27). 

Dies  hätte  man  auch  unmittelbar  nach  der  in  §.57.  17,11 
gegebenen  Regel  erhalten  I 

61(hV+  g  +hf=l    Da  64=8%  so  erhäh  mmi  nach  §.57 
17,11:   (10,4  4-^/ 4- SM'. 


-'¥-' 
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2x 
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3 


)=[ 


3(^-1 


=  (2a--3) 


(s.  §.  57,  17,  111). 


Aa    1 h-T 

2  rt        4 


*+-)';  denn  (2«f(A.+  ^ 


2  a 


2  a 


4  yj 


59.     Anwendungen  auf  das  Erweitern  und  Ausheben. 


1.     Erweitern 
5 
a 


a-h 


mit  ab  erweitert  = 


5& 


h  -a 


2a 


2l 

h  ~b 

Bei   eingliedrigen  Zählern    und  Nennern   kann   also  die  seiion 
in  §.  37  gegebene  Kegel  angewendet  werden. 

2  X      5 

Ty'~^        1x-h'Ah'ha       I^Ohx 


J[ 3_ 

4b     ba 


3?/-9a-7-3 


567?/ 


II.  Bei  mehrgliedricren  Zählern  und  Nennern  hat  man  mit 
dem  kleinsten  gemeinsamen  Vielfachen  (Generalnenner)  der  hpe- 
cialnenner  zu  erweitern. 


x-\- 


mit  2  erweitert 


5-2 


10 


.-+1)..    ^■->- 


-^ ^  mit  dem  Generalnenner  von  2,  4  und  6,  also  mit 

6         ^ 


12  erweitert  = 


3  a 


5  .r 
IT 


mit  b  erweitert  = 


(3  X  -\-  3^)  •  1 2_  _  36U-  +  42 
10a:— 15* 


U   -12 


+  3 


5  •  3  a  —  b 

^2  -f  37v  ~' 


15  a  —  b 

2  + :',  b 


58  §•  5^-     Anwendungen  auf  das  Erweitern  und  Ausheben. 


III.     — — — ist  mit  dem  Generalnenner  von 


la 

5 

18  &' 

4  «6 

11 

.    1         2 

nab"    ' 

0  a 

l^h" ,  Aab,  \2ab    und  6  a  zu  erweitern. 

Man  sucht  diesen  Generalnenner  ganz  nach  §.  27: 

Die  höchste  Potenz  von  2  =  4 

q  —  Q 


b^b' 


36  a&'   der  General- 
nenner, daher: 


^«  V|.36a&^ 


18  r        4a&,  ^ 


2 

2 


36  a& 

Die  Brüche  multipliciert  man  mit  dem  Generalnenner,  indem 
man  zuerst  letzteren  durch  den  Nenner  des  Bruches  dividiert  und  den 

Quotient  hierauf  mit  dem  Zähler  multipliciert.     Z.  B. •  36  ab 


36  ab 
18  b^ 


7«==2«-7a=14a  .     Daher 


14a^  — 45& 


33  +  6r  — 72«r 


IV.      Der  reeiproke  Wert  von r,; —  ist 

^  9^        15a 

1  1 .  45  öö  45  ab 


9b        15« 


\9b        15a/ 


5  a'— 3  6' 


2U2x-\-l)       .     ,  .        .    .   ..    o^        21(2x+l) 

-?>^ — ^^—i-  mit  9  erweitert  (s.  §.  11,  8)  = -^.tt 7^- 

^(^_2]  4(5a:— 18) 

X  .      1 


2^1-:^  + 


14    •    21 


f+W, 


li(^+7)(-r  +  li 


Der  Generalnenner  des  1.  Faktor  im  Zähler  ist  2,  des  2.  Fak- 
tor 42,  des  2.  Faktor  im  Nenner  6,  des  3.  Faktor  12.  Damit  die 
Brüche   verschwinden,    ist   der  Zähler  mit   2-42,    der  Nenner  mit 
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6-12  zu  multiplicieren,  folglich  der  Bruch  mit  dem  Generalnenner 
von  2-42  und  6-12,  d.i.  mit  2^3^-7  =  504  in  folgender  Weise 
zu  erweitem: 


Vl4  ^  21/ 


24--12-KV4- ^.     -42 


30  (3  a;  4- 2) 


^_^  +  7).(5.('i^-    .    .1^    ^^         77(5.r  +  42)(3a:  +  14)- 


ll-7.i-^  +  7j.6.(-;    +H).12 


,     1 

a-\-x  X        .  .  ax-f-  \ 

mit  X  erweitert 


2  2  v.......  2^. 

VI.     Sind  Zähler    und  Nenner   negativ    oder   haben    dieselben 
mehr  negative  als  positive  Glieder,  so  erweitert  man  mit    —  1. 

Beispiele. 

—  a  —  2b  _  i—a-  2b)-{—\)  __  a-\--2b 

—  3  — 4c  ~  (-3  — 4c)-(-  1)  "^  3  + 4c* 
1  — 7x        Ix—  1 

2  —  5 .r  —  8 x^  ~  Sx-{-bx  —  2' 

Mithin  ist mit  —  1  zu  erweitern,  wenn  der  neue  Bruch 

c  —  d 

den  Nenner  f/  —  c  oder  den  Zähler  ^  —  a  erhalten  soll.    Man  erhält 

—  a-\~b  b  —  a 

—  c-{-d        d —  c' 

a-\-b       .,  .  — a  —  b       ^.         ,,        t-. 

,    mit  1    erweitert  =  — ; .      Ein    solches    Erweitern 

c  —  d  d  —  c 

wäre  jedoch  wegen  des  negativen  Zählers  unstatthaft. 


i^x-by) 


Ix  —  Ay         y  —  Qx 


?     Damit  bei  der  Multi- 


3.-r  —  by        by  —  3a;. 

plication  der  Brüche  der  Nenner  des  2.  Bruches  verschwindet,  ist 

zuvor  dieser  Bruch  mit  —  1  zu  erweitern.     Daher: 

i'i  ^    .n  x  —  Ay         6a:  —  //' 

^  (3  a;  —  o  y) _     —  .,         ;^ 

^  Idx  —  by        3a;  — 0//J 

=  7  a;  —  4  y/  —  (6  a;  —  ?/)  =  a;  —  'Sy. 

a  —  h               .         .           .                       b  —  a  , 

mit  —  1    erweitert  =  -^r-r--, ^, ;;^    otler 


1{c  —  d-){e—f)  2{d—c){e—n 

b  —  a               .   1     ,       .  ,               &  —  o.  /    v   ,  1    t  ^ 

,    jedoch    nicht      j- ryT -r  (s.  s.  1 1 ,  o). 


2{c—d){/--e)'    •^^""^"  2{d-c)if-e) 

2.     Ausheben. 

Nach  4?.  11,6  und  7   kann  man  den  gemeinsamen  Faktor  eines 
vielteiligen  Ausdiück.<  ausheben,  d.  h.  aus  allen  Gliedeiii  entfernen 
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(oder  vieiraehr  den  Ausdruck  durch  diesen  gemeinsamen  Faktor 
dividieren  —  s.  §.  13,  12,  Anmerk.),  dann  den  zurückbleibenden 
vielteilio;en  Ausdruck  in  Parenthese  stellen  und  diese  wieder  mit 
jenem  gemeinsamen  Faktor  multiphcieren. 

I.Beispiel,  ab -\- ac — ad?  Der  gemeinsame  Faktor  aller 
Glieder  ist  a.  Entfernt  man  diesen,  so  bleibt  a-{-c — d 
zurück,  welches  Polynom  in  Parenthese  zu  stellen  und  die 
Parenthese  alsdann  mit  jenem  gemeinsamen  Faktor  a  zu 
multiphcieren  ist.     Daher  ist 

ab-\-ac  —  ad^a{h-\-  c  —  d). 
Als  Probe   mao;   der  Ungeübte  den  erhaltenen  Aus- 
druck  wieder   ausmultiplicieren    und    nachsehen,    ob   jenes 
gegebene  Polynom  entsteht. 

2.  Beispiel.      15  a  c-\-'ihahc  —  \^ahd,   d.  i.   \h  aac   u.  s.  w. 

Da  5  ac  der  gemeinsame  J^aktor,  so  erhält  man 
5  ac  (3a  +  7  ^>  —  8  d). 

3.  Beispiel,     x  —  a.r?     Hier   ist   zuvor    der   CoefF.    1    zu   er- 

gänzen. \-x  —  ax  =  {\  —  d)x. 

.^..,         a  c         a-\     .     c-{         a     \         c      \ 

4.  Beispiel,      -r h-:r~  =  l H -, —  =  -r ^^'^ 

0  X,        dx        h-x        a-x        b     x        d     x 

\b  ^  dl  X 

5.  Beispiel.      — a  — ab  —  ac?      Beginnt    das   Polynom    mit 

einem    Minuszeichen,    so    denkt    man    sich    nach    diesem 
Zeichen  eine  Parenthese;  daher: 


2 


=  —  (a  -^  ab  -\-ac)==  —  a{a-\-b-\- c). 
G.  Beispiel. 


28a;        16aa;        32  a^a: 
9^         15?/    "*"    27t/ 
32alr        16aa;        28a; 


27y  15?/  9?/ 

4a;  /8a^        4a        7\        4/8«^        4a 


3  /  V 


3?/V9  5  3/        3\9  5  3/?/ 

IL     Das  Ausheben  vereinfacht,    denn  die  Berechnung  von 
87-69  —  87-47  würde  weit  mehr  Arbeit  erfordern  als 

87- (69— 47)  =  87 -22. 
Man  bildet  daher  überall   derartige  Produkte.     So  ist  als  Resultat 
nicht  a  —  bc  —  bd,  sondern  a  —  ft  (c  +  rf)  zu  setzen. 

Die    schon    vorhandene  Produktform   behält   man   mithin   bei, 
läfst   daher  z.  B.  a'  =  5a(2^  —  3  c)  oder  x  rr=  {a. -\- b)'  unverändert 
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stehen;  denn  (17+14)^  =  31^  =  31-31   würde   leichter   zu  berech- 
nen sein  als         (n  4. 14^  =  (17  +  14)  (17  4.  U) 

=  17-17+  17- 14 +  17- 11  + 14 -14 

=  17-17  +  2-17-14  +  14-  14. 

Nur  in  zwei  Fällen  löst  man  die  Produktform  auf: 

1)  Wenn  nach  dem  Auflösen  eine  noch  gröfsere  Vereinfachung 
des  Gesamtausdrucks  möglich  ist. 

Beispiel. 
1 3  (2  &  —  5  a)  —  7  (4  ^  —  9  a)  =  26  ft  —  65  a  —  28  ft  +  63  a 
=  -2a  — 2*  =  — (2a  +  2&)  =  — 2(«  +  ^). 

2)  Wenn   die   unbekannten  Gröfsen   von    den    bekannten   ge- 
trennt werden  müssen. 

Beispiele.    4  (3  a;  —  2)  +  3  (a.i— 7)=  10; 

12  a-  — 8  +  3öa-  — 21  =  10; 

12a;  +  3a  — 8  — 21  =  10; 

(12  +  3a):t'  — 29  =  10; 

3(4 +  a)a;  — 29=10. 

III.     Beispiele  zur  Übung. 

a)  iöa  X  —  \0  a^bx  =  b a  .r  •  3  a  —  5 a  x -  2  b 

=  5  ax  (3  a  —  2  6)  =  5  «^  (3  a  —  2  b)  x. 

b)  abx^  —  nb^  x"  =  J.r"  {a  —  nb)  =  b(a  —  nb)  a;". 

c)  a'-a'b'^a'b'  =  a'[\-ab'^a-b']=a'[\-ab'{b-d)\ 

oder  besser  a[V-\-ab^  —  ab^]=a[\+ab\a  —  b)\. 

d)  4  (7  a  —  1 4  *)  =  4  -  7  (a  —  2  ft)  =  28  («  -  2  b). 

ax  ex     X    (  a    .      c_ 

^'  ~  'Wby  ~    i2d!i  "  ~  J^  \b  "^  Yd 


1  f  a         c  \  X 

l5Vb"^YdJ  y' 

..    —42x--2Sy        — 14(3a;  +  2//)    ,      ,    ,         .   ,  . 

f)  -j^== "^-p •^—  (und  da — :  +  =— ) 

z  I    -^ 

_        14  (3  a; +  2.7/) 
z 

g)  ax  —  bij  —  ex  -\-  dy=ax  —  ex  —  by  +  dy 

=  {a  —  c) X  —  {by  —  dy)  =  ia  —  e)x—{b  -  d) y. 

h)  —  (a  +  2  <?)  w  —  (5  a  +  6  d)  m 

=  —  [(a  +  2  rf)  //?  +  (5  a  +  6  d)  m] 

=  —  («  +  2  rf  +  5  a  +  6  c?)  w  --  —  (6  a  +  8  rf)  m 

=  —  2  (3  a  +  4  rf)  m. 
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i)  (a  —  b)m  —  (a  —  b)  ti?    Entfernt  man  hier  den  gemeinsamen 
Faktor  a  —  b,  so  bleibt  m  —  n  zurück.     Daher: 
=  (a  —  b)  {m  —  n). 

k)  5  w  —  3  7i  —  la(bm—dn)=l-(bm  —  dn)  —  la{hm  —  3n) 
=  (1  —  7  a)  (5  m  —  3  n). 

1)  {a-\-'6b)  {b  -  a)  —  A{^a  —  'i  b)  [b  —  a) 
=  [(a-l-3^>)  — 4(4rt  — 3i)]  {b  —  a) 
=  (a-f-3&— 16a -1-12  &)  {b  —  a)  =  {\hb  —  \ba){b  —  a) 
=  15  (b  -a)ib-a)=\bib  —  af. 

m)  (Ha  — 4c)  (5a -f- 3c)  —  7  (5a  — 4  c)  (5a-f  3c) 
=  [lla  — 4c— 7(5a  — 4c)]  (5a-h3c) 
=  (24c  — 24a)  (5a -h3c)  =  24  (c  — a)  (5a-}-3c). 

n)  3(13.T  — 5;y)  (2a:  +  5?/)  —  17  (2a;-|- 5?/)' 

=  [3  (13  a:  -  b7j)  —  17  (2a;  -|-  5?/)]  (ix  -|-  5 //) 

=  (bx—{00ij)  (2.t'-f-5.//)  =  5(a;  — 20i/)  i2x-\-bij). 

o)  (7a— 4^»)"  — (Ha- 16/^)  (7a  — 4&)' 

=  [(7a— 4/;)  — (IIa  — 16&)]  (7a  — 4/;f 

=  (12&-4a)  (7a  — 4&)'^=4(3&  — a)  (7a  — 4/;)l 

p)  3a""    -|-6a"~'?     Da  7i  —  3    kleiner  als  « —  2,    so  denkt 
man  sich  3  a""'   •  a  -{-  6  a"  ~   =  3  a"  ~ '  (a  -j-  2). 

q)  ab  —  ad-{-  bc  —  cd=a{b  —  d)  -\~  c{b — d)  =  {a-\-c){b  —  d). 

Hier  zeigt  sich  vorzüglich  der  grofse  Unterschied  zwi- 
schen der  Berechnung  von 

67-  46  -  67-29  -{-  23  •  46  —  23  •  29 
und  (67  -h  23)  (46  —  29),  d.  i.  90  •  1 7. 

r)   12  a"  -|-  20  am  —  21  an  —  3  5  mn 

=  1 2  a^  -h  20  ajn  —  (2 1  ati  -j-  35  fnn) 
=  4  a  (3  a  +  5  w«)  —  7  w  (3  a  -f-  5m) 
=  (4  a  —  In)  {da-\-b?)i). 

s)  99  ab  —  27  &c'-'4l  ac  -\-  1 2  c^ 

=  99  ab  —  27  bc  —  (44  ac  —  12  c^) 
=  9&(lia  — 3c)  — 4c(lla  — 3c) 
=  (9fc  — 4c)(lla  — 3c). 

t)  3aa;-4&y  — 9cr  |  ^^j^jjg^.^, 

—  bcx-\-ldy-hz     / 
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Für  r  z.  B.  denke  man  sich 

—  9ez—hz  =  —  (9  ez  -f  hz)  =  —  (0  c  -\-  h)  z. 
Daher  ist  die  gesuchte  Summe: 

(3  a  -  5  c)  X  -F  (7  ^  —  4  />)  ?/  —  (9e  H-  h)  z. 

u)  i9a-  2b)x-   (a  -    6^)?/—    («  — ^^^^  "  U„Kn- ' 

Man  denke  sich  (s.  §.  54,2): 

(9«  _  2&)a:  —  (3ö  4-  10&).r  =  [9«  -  2*  -  (3fl+  10/;)]  .f 

=  {ßa—V2b)x 

—  {a-6b)y-\-{9a—  14/^)y=  [9a— 14*  —  (  «  —  6/;)]  jy 

=  (8a— 8/^);/ 

—  («  —  3  /y)  ^  —  2  («  +  6  /^)  2  =  —  [(ff  -  3  b)  z  +  2  (ff  -f  (>  b]  z] 

=  — [ff  — 3/j  +  2(«  +  G6)]? 
=  -(3ff  +  9?>)2 

Daher  der  gesuchte  Rest: 

=  6  (ff  —  2*)  ,r  4-  8  (ff  -  *)  //  -3  (ff  f  :!  b)  z. 

v)  (ff/;  +  acf  =  [ff  (/>  +  c)f=a  (b  -h  c)'. 

w)  (4  .r  -  1 2y)'  =  [4  (.■  -  3 y)f  =  1 6  (r -  3 yf. 

Aus  V  und  w  folgt  die  Kegel :  Der  gemeinsame  Faktor  der 
Glieder  der  Basis  eines  Quadrats  mufs  ins  Quadrat  erhoben 
werden,  wenn  er  als  Faktor  des  Quadrats  herausgestellt 
werden  soll. 

x)  (ab  —  bacf=[a{b  —  5  c)]'=  d  {b  —  5 cf- 


§.  ()().     Multiplication  eines  Polynom  mit  einem  Polynom. 

1.  Nach  §.  11,  9  ist  jedes  Glied  des  einen  Polynom  mit  jedem 
Gliede  des  andern  zu  multiplicieren. 

Beispiel,     (f)«- 2/?  +  3<0  (6ff -h  7/>  — 4c)? 

Obgleich  es  gleichgültig  sein  müfste,  in  welcher  Ordnung  man 
multipliciert,  so  ist  es  doch  im  allgemeinen  vorzuziehen,  zuerst  mit 
dem  1.  Gliede  des  2.  Faktor  alle  Glieder  des  1.  Faktor  zu  mu  ti- 
jdicieren,  dann  mit  dem  2.  Gliede  des  2.  Faktor  alle  Glieder  des 
1.  Faktor  u.  s.  w.     Folglich: 

=  5  ff  •  6  ff  —  2  &  •  ()  ff  +  3  c  •  6  ff  -t-  5  ff  •  7  /;  —  2  /j  •  7  />  -t-  3  6-  •  7  /> 
—  5«-4c-|-2/;-4c  —  3c-4c 

=  30  a  —  1 2  fffe  +  18  ffc  +  3.5  ab  —  \\b'-\-2\  bc  —  20  ac 

+  8ÄC-  12c^ 
=  30o"^  +  23  ab  —  2  ffc  —  1 4  //  +  29  6c  —  12  cl 
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Haben  die  Glieder  beider  Faktoren,  wie  es  hier  der  Fall  war, 
gleiche  Hauptgröfsen,  oder  sind  sie  nach  Potenzen  derselben  Haupt- 
gröfse  geordnet  (s.  2.  Beisp.),  so  ist  es  oft  von  Vorteil,  schematisch 
so  zu  multiplicieren,  dafs  die  gleichartigen  Glieder  der  Partial- 
produkte  untereinander  zu  stehen  kommen,  mithin  das  aus  dem 
2,  Gliede  des  2.  Faktor  entstehende  Partialprodukt  eine  Stelle  rechts 
von  dem  aus  dem  1.  Gliede  des  2.  Faktor  hervorgegangenen  zu 
setzen  u.  s.  w.     Daher: 

(5a  — 2^^  4- 3c)  (6a  +  7  &  —  4c) 
d0a—\2ab-\-[Sac 

-j-dbab— Üb' -{-21  bc 

—  20öc4-8&c— 12c' 


=  30«^  +  23 ab  —  2ac  —  14  //  +  29 />c  —  12c^ 

Um  das  Resultat  zu  prüfen,  kann  man  die  sogen.  Einer- 
probe anwenden,  die  darin  besteht,  dafs  man  jeden  Buchstaben 
=  1   setzt.     Hier  also : 

(5  —  2  +  3)  (6  +  7—  4)  =  6 . 9  =  54. 
Das  Resultat  giebt: 

30  +  23  —  2  —  14  +  29  —  12  =  54,  also  dasselbe! 

2.  Beispieh 

{Sx^  —  11  a'  +  3.x-  —  13)  (3a.'  — .r  — 9) 

2Ax^  —  33  x^-}- 9x^  —  39  x^ 

—  8/   -\-i\x^  —  3x'    +13.X- 

—  72a;^  + 99*-'  — 27  a- +  117 

=  24  a-^  —  4 1  x"  —  52,r^  +  57  ./•'  —  1 4./-  +  117. 

Bei  so  regelmäfsig  fortschreitenden  Potenzen  der  Hauptgröfse 
schreibt  man  nur: 

(8—11+    3  — 13)(3  — 1— 9) 
24  —  33+   9  —  39 
—    8+11—    3  +  13 

—  72  +  99  —  27+117 


=  24  —  41—52  +  57—  14  +  117. 
Die  Potenzen  von  x  sind  leicht  zu  ergänzen,  da  das  1.  Glied 
8./-^-3.r',  das  letzte  — 13  —  9  sein  mufs. 

3.  Beispiel.     (5  — 6a)  (7+ 4a-)  =  35  —  42.r  +  20a'  — 24a-^ 

=  35  — 22  a— 24.  A 

Die  Multiplication  der  nach  einerlei  Potenzen  geordneten 
2gliederigen  Faktoren  kann  auch  der  Ungeübte  leicht  mit  den  fol- 
genden 3  Gliedern  niederschreiben: 
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1)  das  Produkt  der  beiden  niedrigsten  Glieder 

(hier  5-7  =  35); 

2)  die  sogleich  im  Kopfe  berechnete  Summe  der  Produkte 
aus  dem  niedrigsten  GHede  des  einen  und  dem  höchsten 
Gliede  des  andern  Faktor 

(hier  _  6j-  •  7  +  5  •  4 ./•  =  —  42 ^-  +  20.z'  =  —  22 x) ; 

3)  das  Produkt  der  beiden  höchsten  Glieder 

(hier  —  6  j-  •  4  j  ==  —  2  4  x). 
In  gleicher  Weise: 

4.  Beispiel.     (11— 8j)  (lOx  — 3)  =  — 33  +  134a— 80/; 

denn  ohne  x:  11 3 

mit  x^:  ll-10  +  (— 8-  — 3) 
„    X  :  —  8  j^'  •  1 0  vT. 

5.  Beispiel.      11  (^  -  1^)  (2x  +  3i)? 

Bei  Brüchen  wendet  man  in  der  Kegel  jene  Abkürzung  nicht 
an.  Bei  mehr  als  2  Faktoren  multipliciert  man  ferner  am  besten 
zuerst  die  zusammengesetzten  Faktoren.     Daher: 

6  /  4  j?  5  X    ,    1 X        35 


+ 


5  V    3  2      '     3 

8/        „      ,    \Ax        21        Sx^ 


o  4  o  o  * 


o 

6.  Beispiel.      6«'— 15a  — 3(2  — Ha)  (8a +  3)? 

Hier  soll  von  6a^— 15a  das  Produkt  3(2— IIa)  (8a +  3) 
subtrahiert  werden.  Wäre  Qa  — 15a  —  3  mit  (2  —  lla)(8a-|-3) 
zu  multipHcieren,  so  müfste  (6  a^ — 15a  —  3)  (2  —  IIa)  (8  a  —  3) 
geschrieben  werden.     Daher: 

=  6a'— 15a  —  3(—  88  a'— 17a  +  6) 
=  6a^— 15a  +  264a'+51a  —  18 
=  270a^  +  36a— 18 
=  18(15a'  +  2a— 1). 

7.  Beispiel. 


41.   ^ 2_/_7^_ 

^^60        3a;  V  4 

=  44  + 


5 


6        10  1+13'*"^^ 


X  2    \  t  X  ox         I X      ,    X 


60        3  a;  I   24  6  40 

X 


+  ^  +  74- 


2a; 


15 
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=  12-1--^ 1^-U-^ 

^60        36  ^  9 


1  X 


2x' 


=  m 


19x 


36 
8.  Beispiel,     (a- 


Zb) 


i  a 


60 


13& 


15 


2a  — bb 


a  —  U  '6b  — a 

Hier  ist  zunächst  der  2.  Bruch  mit  —  1  zu  erweitern 


1} 


=  {a  —  U) 


7a  — 13* 


hb  —  la 


a  —  3& 
7a  — 13&H-5&  — 2a 

la 
3  ■ 


a 


U 


3  J 


|-(a-3&) 


9.  Beispiel.     (3a;  +  15?/  — 4a:  — 77/)  (5a:  — y +  9a:  +  4i/)? 
Hier  wird  man  nicht  16  Produkte  berechnen,    sondern  zuvor 

die  gleichartigen  Glieder  vereinigen. 

=  {^y  —  x)  (14a:  +  3?/)  =  — 14a;^+109a:!/4-24/. 

10.  Beispiel. 
1— ar 


(4a:— 3)  (5a:  +  6) 


1 1 


4i+U]^ 


3  — 4a: 

Auch  hier  sind  die  gleichartigen  Glieder  zu  addieren  und  das 
2.  Glied  der  [  ]  mit  —  1  zu  erweitern. 

19  a:— 1 


(4./ — 3)  (5a' +6) 


18 


4a;  — 3 


Zunächst  ist  nur  4  a'  —  3  mit  [  ]  zu  multiplicieren. 

19  1 

_(4a;_3)-(a:-l)J 

38a:    .    19 


=  (5a:  +  6) 
=  (5a:+6)( 
=  (5a:+6) 


=  25  — 

11.  Beispiel. 


9      '     6 
25        47a: 
~6~      "~9^ 
21a:        235a:^ 


x+\ 


2  9 

(5  — 4  a:)  (2 


x) 


1 


'       6 14    1 

.5  —  4a:        2  —  x\ 


25a:  — 29 
50a:  — 58 
25  a:  — 29 


25a:  — 29 

-[6(2  — a;)  — 14(5  — 4a:)] 

2  (25a-— 29)  _^ 
25a:  — 29 
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12.  Beispiel. 

5(2a- 
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6 


(2a  — 5f  r 


3(2« 


-3) 
3) 


=  6  (2  a  —  o) 

L  3(2a  — 5 

plication  d 

6(2a  — 5f  (2  — 3a) 


3a 
2 


la)  J 

-3a     1 

:  — 5)  J 


(2a_5f        2  (2a  — 5) 
Die  Multiplication  des  2.  Bruches  giebt 


6(2a  — 5)(2a  — 5)(2  — 3a) 


2(2a  — 5)  2(2a— 5) 

=  3  (2a  — 5)  (2  — 3a). 


Folglich  erhält  man: 
2-5(2a^  — 3)  — 3(2a  — 5)  (2  — 3a) 
=  20a'  — 30  — 3(— 6a'+19a— 10) 


=  38a  — 57a^ 
13.  Beispiel. 


19a  (2a— 3). 
6ax  +  b 


Ix —  4 


^1: 

.5aJ 


L  20a'a;  — 28aa:^        42it'— 30aa:        15( 
Zusammengesetzte  Nenner  zerlege  man  bei  solchen  Multipli- 
cationen  stets  in  Faktoren  (z.  B.  durch  Ausheben),  damit  man  das 
Heben  von  Zahlen  leichter  erkennt. 

6ax-\-5         ,         Ix  —  4 


=  12a  x{ba  —  7a:) 
=  l2ax{ba  —  lx) 


_4aa;(5a  —  Ix)        Qx{lx  —  5  a) 

Gax-\-o 
.Aax{ba  —  Ix) 


— 1 

15aJ 

i-     ^-''^ L_l 

6  a:  (5  a  —  7  a;)        1 5  a  J 


=  3  a  (6  ax  +  5)  +  2a'  (4  —  7a;) 


4aa; 


( 
(5  a —  7a;) 


io2      |^[-      io2       1^2          -2      ,    28 aa; 
=  18a  a;+15a  +  8a  —  14a  x  —  4a  x-\ — 


=  8  a  +  15a 


28aa; 


14.  Beispiel. 


'2{a  +  2b) 


a-\-2b 


34- 


5a  +  7& 


^         a  +  2^^ 
a  —  b 


^^2^+2(a  +  2*)    2 


mit  2{a-\-2b),  dem  kleinsten 
gemeinsamen  Vielfachen  der 
Specialnenner,  erweitert: 
1 


^a-|-7^> 
'T+'ib' 
2{a  —  b)  +  a  +  2b 


3i.2(a  +  2i) 


2(a  +  2ö) 
3a 


3a 


7(a  +  26)  — 2(5a  +  7^^)         —3a 


3a 
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15.  Beispiel. 
4b— IIa 


I  a 


Ab 


Ab—  IIa 


In  — Ab 


%h—na 


Qa—Sb 


4(2ö  — 3a)        2(3a— 4&) 


5b  — 2a 
\2b  —  9a 


Wa  —  Ab 


4a  +  9& 
18a— 12& 
(s.  13.  Beisp.) 
la  —  Ab 


bb  —  2a 


Aa-\-9b 


3  {Ab  — Sa)        Q{2a  —  db) 


A(3a—2b)         2{3a  —  Ab) 


2a — bb 


Aa-\-9b 


3{3a  —  Ab)        6(3«  — 2*) 

Mit  12(3a  — 2^^)  (3«— 4&)  erweitert: 
3(3a— 4&)  (11«  — 4&)  — 6(3a  — 2i)  (7«  — 4&) 


4(3«  — 2&)  (2a  —  bb)  —  2i-Sa  —  Ab)  (4«  +  9&) 


27«''- 12«& 


27a'-|-12«& 


3«(9«  +  4&) 


112r—  98  «& 
16.  Beispiel. 


98a&-1126'         14&(7«-8*)' 


(2«a;^  —Sbx^-h^cx—bd){Sax^-{-lbx  —  &c) 
1 6 «^  a:^  —  24  ab a;^  +  32  acx^  —  40  adx^ 


+  14  abx^  —  2ib^  x^ -\-2^bcx 


35  bdx 


1 2 acx^  -\-lSbcx—  24 c^ x  +  30  cd 


=  1 6 «^T^  —  10«&/  +  (20 ac  —  21  b^)  x^  +  (46  bc  —  AOad)  x 
—  (35 hd  +  24 c) X  +  30 cd.     (Vergl.  §.59,2,  III, t). 

17.  Beispiel.     [2  («  — 3&)a;'  — 5(2«  +  fe)a:— (3«  + 4&)] 
•[3(«-|-&)^'«:  — 7(4«— 3^)]? 

Um   das  Produkt  nach  x  zu  ordnen,    sind  folgende  JMultipli- 
cationen  auszuführen: 

2  («— 3^^) x-Z  («  +  &)  a-  =  6  («  —  3  b)  («  +  b) x; 

—  b{2a-^b)x'Z («  +  b) x^  —  \b{2a  -^Zab  +  h") x\ 

—  (3«  +  4ft) .  3  (ö  +  &)a;  =  —  3  (3  «'  +  7  «/;  +  4/>^)  a:; 

2  («— 3^>)  o;' .  —  7  (4a  —  3&)  =  —  14  (4«'  —  \bab^'^b^)x  ; 

—  5(2«  +  &)a:.— 7(4«  — 3Z/)=  +  35(8a'^— 2«^^  — 3ftOa;; 

—  (3«  +  4^/).-  7(4«  — 3^^)  =  + 7(3«  + -1/7)  (4«  — 3^). 
Man  erhält  daher: 

6(0  — 3&)  {a^b)x^ 


—  15  (2«^  +  3a&  +  Ä^)  — 14  (4«^  —  \bab  +  9&^)]  x 

—  3  (3«-  +  7ö&  +  Af)  +  35  (S«--  2«/;  -  3^>^)]  x 


+ 

+  7(3«  +  4^^)  (4«  — 3Z^) 
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=  6  {a  —  db)  (a  +  b)x—{Si5a—l&öab-\-U\  b^)x 

+  {211a  —91ab ■— i [1  b^) x -\- 1  {^ a -{- Ab)  (4«  —  3ö). 

Hier  sind  nur  die  mit  x  und  x  auftretenden  Produkte  aus- 
multipliciert  worden,  um  die  6  Glieder  in  3  vereinigen  zu  können. 

18.  Beispiel.  859  •  567  =  487053  sei  bekannt.  Wie  viel  ist 
857-568? 

Auflösung. 

(859  —  2)  (567+1)  =  859 -567— 2 -567  4- 859-1  —2 
=  487053  —  1 1 34  +  859  —  2  =  48705*5  —  277  =  486776. 
(Vergl.  §.  28,  F,  28). 

2.  VerAvandeln  eines  Trinom  in  ein  Produkt  binomer 
Faktoren. 

a;'  +  Ix  +  12  =  .r^  +  4x  -f-  dx  +  12  =  x'(a;  +  4)  +  3  (.r  -h  4) 
=  {x  +  Z){x  +  4). 

Ein  solches  Zerlegen  wäre  offenbar  dem  Zufall  preisgegeben. 
Es  fragt  sich  also,  wie  man  rationeller  zu  dem  Produkte  gelangt. 
Um  diese  Frage  zu  beantworten,  schlagen  wir  den  umgekehrten 
Weg  ein. 

Es  ist  [x  -{-  a)  {x  -\-b)  =  x  -\-  ax-\-bx-\-  ab 
=x  -\-{a-\-b)x-\-ab. 

Um  also  x  -\- {^a -\- b)  x -\-  ab ,  bei  welchem  Trinom  das  Qua- 
drat der  Hauptgröfse  x  den  Coefficient  -\-  1  hat,  in  ein  Produkt 
aus  2  binomen  Faktoren  zu  zerlegen,  hat  man  2  Zahlen  (a  und  b) 
zu  suchen,  die  multipliciert  das  von  x  freie  Glied  (nämlich  ab) 
und  summiert  den  Faktor  von  x  (nämlich  a  -\-  h)  geben.  Die  ge- 
fundenen Zahlen  (a  und /y)  zu  der  Hauptgröfse  addiert  (a'-|-«und, 
X  +  b)  geben  alsdann  die  beiden  Faktoren  {x  +  a)  [x  -\-  b). 

Beispiel,  x  -|-7a;-|-12?  Man  stelle  das  von  a;  freie  Glied 
12  in  verschiedener  Weise  als  Produkt  aus  2  Faktoren  dar,  bis 
die  Summe  dieser  Faktoren  dem  Coefficient  7  von  x    gleich  ist. 

-1- 12-4-1  =+12,   Summe:  +12  +  1=-|-13; 

+    6.  +  2  =  +12,          „         +    6  +  2  =  +    8; 

+    4-  +  3  =  +l2,          „  +4  +  3  =  +7._ 

+  4  und  +3  sind  also  die  gesuchten  Zahlen,    folglich  ist  a:  +  4 
der  eine.  a;  +  3  der  andere  Faktor  und  das  gesuchte  Produkt 
=  (a:  +  4)(a:+3). 

Wäre  nicht  a;  +7a:  +  12,  sondern  a;  — 7a;  +  12  gegeben,  so 
hätte  man  noch  weiter  gehen  müssen : 

—  12-  — 1  =  +12,    Summe:  —  12  — 1=— 13; 

—  6--2  =  +12,  „         -    6  —  2  =  -    8; 
_    4._3  =  +i2,         „         —    4  —  3  =  —    7. 
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Die  gesuchten  Zahlen  sind  alsdann  — 4  und  — 3,  das  ge- 
suchte Produkt  daher  =  (x  —  4)  {x  —  3). 

2.  Beispiel.      —  a;'  +  a:  +  30? 

Hat  die  höchste  Potenz  der  Hauptgröfse  den  Faktor  —  1 ,  so 
ist  zuvor  nach  dem  Minuszeichen  eine  Parenthese  zu  bilden 

==  —  {x  —  X  —  30) 

und    man   verwandelt    zunächst   nur   x  — x — 30    in   ein    solches 
Produkt. 

Für  —  30  findet  man : 

30 •(—!),  Summe:  30—1=29; 

15. (-2),         „  15  —  2  =  13; 

10. (-3),         „  10  —  3=    7; 

6. (-5),         „  6-5=    1; 

5. (-6),         „  5-6  =  -l. 

Da  nun  —  1  der  Coefficient  von  x  ist,  so  sind  5  und  —  6 
die  gesuchten  Zahlen,  und  es  ist  x  — x — dO  =  {x-{-b){x — 6), 
daher  der  gegebene  Ausdruck: 

—  (x^  —  x  —  dO)  =  —  (x  +  5)  (x  -  6). 

Anmerkung.  Der  Geübte  würde  selbstverständlich  nicht  erst 
die  obigen  Produkte  aufgestellt,  sondern  sogleich  +5  und  — 6 
erkannt  haben.  Immer  aber  bleibt  das  Verfahren  ein  empirisches 
(unmathematisches),  weil  es  nicht  direkt,  sondern  durch  Versuche, 
durch  Probieren  zum  Ziele  führt.  Das  mathematische  Verfahren, 
welches  das  Produkt  ohne  alle  Versuche  direkt  findet,  kann  erst 
bei  der  Auflösung  der  quadratischen  Gleichung  (§.  83)  gelehrt 
•werden. 

Wie  ax'  -\-bx-\-  c,  wo  a  weder  +1  noch  — 1  ist,  analog 
dem  vorstehenden  Verfahren  in  ein  Produkt  binomer  Faktoren  ver- 
wandelt wird,  soll  demnächst  (§.  64,  1,V)  gezeigt  werden, 

3.  Das  Aufsuchen  des  kleinsten  gemeinsamen  Viel- 
fachen mehrgliedriger  Ausdrücke  (Anwendung  des  2.  Satzes 
von  §,  59  und  des  vorstehenden  2.  Satzes). 

Nicht  immer  liegt  die  Bestimmuno;  eines  solchen  Vielfachen 
(resp.  Generalnenners)  so  nahe,  wie  es  im  14.  und  15.  Beispiele  des 
1.  Satzes  der  Fall  war.  Daher  ist  es  nötig,  auf  folgende  Punkte 
aufmerksam  zu  machen: 

I.  Vor  allen  Dingen  sind  die  Polynomien  (resp.  Nenner)  so 
in  Faktoren  aufzulösen,  dafs  ein  weiteres  Zerlegen  unmöglich  ist. 
Sind  z.  B.  die  4  Nenner  gegeben: 

24ab-]-l2ab\  lSab^—3Qab\  SOa+AOab,   'dOab—lob\ 
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SO  können  dieselben  durch  Ausheben  zerlegt  werden  in: 

\2abi2a-hb),   \8abib  —  2a.),  40a(2a  +  &),   I5&(2a  — *). 

II.  Damit  das  gemeinsame  Vielfache  auch  wirklich  das  kleinste 
werde,  sind  oft  Polynomien  (namenthch  Differenzen)  mit  —  1  zu 
multiplicieren,  jedoch  dabei  darauf  zu  sehen,  dafs  der  Wert  des 
ganzen  Ausdrucks  nicht  geändert  wird.  Hier  wäre  z.  B.  der  Bruch, 
dessen  Nenner  \Sab  (b  —  2a)  ist,  mit  —  1  zu  erweitern,  damit  der 
Faktor  2a  —  b  dem  im  4.  Nenner  gleich  werde.  (Vergl.  auch  das 
15.  Beispiel  des  1.  Satzes.) 

Jene  Nenner  verwandeln  sich  nun  in: 

l2a^bi2a-\-b),   \Sabi2a  —  b),  A0a{2a-^b),    \5bi2a  —  b). 

III.  Die  Gleichheit  der  Faktoren,  überhaupt  die  Möglichkeit 
der  Vereinfachung  läfst  sich  leichter  erkennen,  wenn  man  die  Poly- 
nomien ohne  Ausnahme  unter  sich  nach  gleichen  Principien  an- 
ordnet (s.  §.  52,  14,1).  Hier  ist  dies  schon  geschehen,  da  jedes 
1.  Glied  der  Binomien  a    und  b  ,  jedes  2.  Glied  a    und  b    hat. 

IV.  Alle  unzerlegbaren  Polynomien,  die  nicht  vollkommen 
gleich  sind,  sind  nun  als  Primzahlen  unter  sich  zu  betrachten.  So 
hat  man  sich  z.B.  2a-\-b  und  2a  —  b  trotz  der  gleichen  Glieder 
2  a  und  b  eben  so  verschieden  zu  denken  wie  ?n  und  n.  Man  er- 
kennt diese  Verschiedenheit  auch  durch  das  Substituieren  belie- 
biger Zahlen.    Wäre  a^lO,  b  =  l,  so  würde 

2a  +  &  =  2-10  +  7  =  27,  2a  — ^  =  2- 10  — 7  =  13 
sein,    27  und  13  aber   sind  Primzahlen   unter  sich.     Solche  Poly- 
nomien sind  also  nicht  mit  Produkten  {2a-{-b  nicht  mit  2  a  •  &)  zu 
verwechseln. 

V.  Das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  kann  nun  ganz  so  wie 
in  §.  59,  1,  III  gesucht  werden. 

Bei  vorliegender  Aufgabe  ist: 

die  höchste  Potenz  von  2^8  (in  40), 

y>  »  n  »  ^  ^^^  '^  i 

„  „  „  „  a  =  a    (im  I.Nenner), 

„  „  „  „2a  +  b  =  2a  +  b, 

„         „  „  „2a  —  b  =  2a  —  b. 

Mithin  ist  der  gesuchte  Generalnenner: 
=  S-9-b-a^'b'i2a-{-b)(2a  —  b)  =  'Sma^b  {2a  +  b)  {2a  —  /;) 
oder  (nach  Ausmultiplicieren  der  Binomien): 
=  360«'^  (4 «'—&0. 
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2.  Beispiel. 

Mit  welcher  einfachsten  Zahl  (Generalnenner!)  ist: 
1  5a:  — 2  ,  3  — 2a; 


Qx^  —ZQx^  -^bAx^         168a;^— 28^;^         189x  — 21a:' —  378 


2 


36a;— 12.t'^ 


zu  multiplicieren,  damit  die  Nenner  verschwinden? 

Nach  vorstehendem  Abschnitte  I  schreibe  man  zunächst: 
1  5a;  — 2         ,  3  — 2a; 


6a;(a;'— 6a;  +  9)         28a;' (6  — a;)         21  (9a;  — a;' —  18) 
1  —x^ 
~  12a;  (3  — a;)' 

Damit  behufs  Zerfällens  in  binome  Faktoren  die  höchste  Po- 
tenz von  X  in  dem  Trinom  des  3.  Nenners  den  Coefficienten  -f-  1 
erhält,  ist  der  betr.  Bruch  mit  —  1  zu  erweitern,  derselbe  daher  in 

2a;  — 3 


21  (a;'  —9a; +18) 


zu  verwandeln. 


Damit  ferner  die  vorzunehmenden  Vereinfachungen  besser  er- 
kannt werden  (s.  III),  ordne  man  alle  Nenner  nach  absteigenden 
Potenzen  von  x: 

1  2  — 5a;         ,  2a;  — 3 


2 

C 

x' 


6a;(a;'  — 6a;  +  9)        28a;' (a;- 6)         21  (a;' —  9.r+ 18) 

2  m 


12  a;(a;  — 3) 

Noch  sind  a;'  —  6  a;  +  9  und  x  —  9  a;  +  1 8    (wenn  es  möglich 
ist)  in  binome  Faktoren  zu  zerlegen. 

Für  das  erstere  Trinom :   —  3  —  3  =  +  9,    — 3  —  3  =  —  6, 
folglich :  _  (^.  _  3)  (^,  _  3)  =  (a;  —  3)1 

Für  das  zweite  Trinom :    —  6  —  3  =  +18,    —  6  —  3  =  —  9, 
folglich:  =(^,_6)(.r_3). 

Der  gegebene  Ausdruck  wird  nun: 

1  2  — 5a;         ,  2  a;  — 3 


6a;(a;-3)'         28a;' (a;- 6)     '     2 1  (a— 6)  (a- -  3) 


2        n 

■"  -^  . .  (Y). 


Vlx(x-  3) 


§.  61.     Merkwürdige  Produkte.  73 

Generalnenner  ? 

Die  höchste  Potenz  von         2  =  4, 

^  —  '\ 

n  "  «  "  o        o, 

2 

„  ,,  „  „    X         O  =  [X         o) 

„  „  „  ^   'T — 6  =  a:  —  6. 

Folglich  ist  der  gegebene  Ausdruck  Y  mit  84a:  (x —  6)  {x  —  3) 
zu  multiplicieren,  wenn  die  Nenner  verschwinden  sollen. 

§.61.     Merkwürdige  Produkte. 
1.  (a  +  b)  (a  —  b)  =  a"  —  b  :  denn 


{a-{-b){a-b)  = 

2 
=  ö 

-// 

a  -{-  ab 
—  ab  —  b^ 

2          ,2 

Oder:  Das  Produkt  aus  Summe  und  Differenz  derselben 
Zahlen  ist  gleich  der  Differenz  ihrer  Quadrate. 
Hat  man  also  eine  Summe  mit  einer  Diiferenz  zu  multipli- 
cieren und  sieht  man,  dafs  die  beiden  Glieder  der  Summe  die- 
selben sind,  wie  die  der  Differenz,  so  multipliciert  man  nicht  nach 
§.  60  jedes  Glied  der  Differenz  mit  jedem  Gliede  der  Summe, 
sondern  quadriert  die  beiden  Glieder  und  setzt  ein  Minuszeichen 
zwischen  die  Quadrate. 

Beispiele. 

(8  a  -f  3  ^)  (8  «  —  3  ^)  =  (8  af  -  (3  bf  =  64  «^  —  9  b\ 

(a+1)  (a  —  1)  =  a^  —  f  =  a^  —  1. 

[ba—lb x)  (5 ö  +  7 b x)  =  (5  af  —  {lb xf  =  25 «^  —  49  b'  x\ 


3 

a 


9b^ 


19*' 


3 


d    \        ( "  \  a  49 


9&'J       V2/        8U'         4- 
73 .  67  =  (70  +  3)  (70  —  3)  =  70'  —  3^  =  4900  —  9  =  4891 . 

Man  wendet  also  unsern  Satz  auf  die  Multiplication  zweier 
Zahlen  an,  wenn  die  ]\Iitte  zwischen  denselben  eine  Zahl  ist,  deren 
Quadrat  sich  leicht  berechnen  läfst. 

39  •  41  =  (40  —  1)  (40  -h  1)  =  40^  —  1^  =  1600  —  1  =  1599. 

39|. 40f  =  (40 --|-) (40  +  1^)  =  1600-^=159911-. 

8H.9,V  =  (9-^)(9  +  ^)  =  81-^  =  80m 

1213 -1187  =  (1200  4- 13)  (1200  —  13)=  1440000  — 169 
=  1439S31. 
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Zusatz.     Da 

{am  +  hm)  {an  —  hn)  =  m-{a-{-b)-n-{a  —  h)  =  mn\a  —  o) 

=  am'an  —  hm-  b7i, 

so  läfst   sich  der  Satz  überhaupt  auf  solche  Produkte   anwenden, 

bei  welchen  der  eine  Faktor  Summe,  der  andere  Differenz  ist  und 

der  Quotient  aus  dem  1.  und  2.  Gliede  jedes  Faktors  derselbe  ist: 

am an 

hm        hn  '  i 

Man  hat  alsdann  nur   das  Produkt  der  beiden  ersten  Glieder  um 
das  Produkt  der  beiden  letzten  zu  vermindern, 

Beispiel.     (9a:*+ 15a;^)  (6:c— 10)? 


Dv  X 
a s-^ 


6.T 


15a: 


10 


so  mufs  das  gesuchte  Produkt 


9  a:  •  6  a:  —  1 5  a:'  •  1 0  =  54  a:  —  1 50  a:    sein. 


a  — h  ={a-^h){a  —  h). 


2.     Umkehrung 

Ist  also  eine  Differenz  zweier  Quadrate  gegeben,  oder  lassen 
sich  die  Glieder  einer  Differenz  als  Quadrate  darstellen,  so  ist 
diese  Differenz  gleich  dem  Produkte  aus  der  Summe  der  Basen 
der  Quadrate  und  der  Differenz  derselben. 

Beispiele. 

17'— 13' =  (17  +  13)  (17— 13)  =  30 -4=  120. 

759'—  24l'=  (759  +  241)  (759  —  241)=  1000-518  =  518000. 

0,547'  —  0,053'  =  (0,547  +  0,053)  (0,547  —  0,053)  =  0,6  •  0,494 
=  0,2964. 

16  —a:'  =4'  — a:'  =  (4  +  x)  (4  —  a-). 

a  —  l  =  (a')  — 1^?  Die  Basen  sind  «'  und  1,  daher  die 
Summe  derselben  (d.i.  a"+l)  der  eine  Faktor,  die 
Differenz  («'  —  1 )  der  andere  Faktor.  Das  gesuchte  Pro- 
dukt =  (ö'-f-l)(a'  — l). 

2  5  x~  —  0,3  6  «''  /y'  =  (5  xf  —  (0,6  a'  b)  ~ 

=  (5  x  +  0,6  «'  *)  (5  X  —  0,6  a'  b). 


1  1 1 


X 

8T 


25        81  ~V 


2— 12i 


H- 


2  j  V  x        2  /" 
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1— 9ö  +  36ö'=l— 9a(l  — 4ö')  =  l  -9ö[i'  — (2öf] 
=  1— 9a(l  +  2a)  (1— 2a). 

2^«_l  =  (2«)'-l^  =  (2^  +  l)  (2^-1) 

=  (2«  +  l)  (2^  +  1)  (2^-1) 

=  (2«  +  l)  (2^1)  (2^  +  1)  (2-^-1) 

=  (2'  +  l)  (2'  +  l)  (2-  +  l)(2  +  l)(2-l) 

=  257-17-5.3-l. 

1760  +  59^  —  71^  =  1760  —  (7 1'  —  59^ 

=  1760  — (71 +59)  (71— 59) 

=  1760  —  130  •  12  =  1760  —  1560  =  200. 

a X  —  an  =  a {x^  —  n)  =  a {x'  +  «)  \x^  —  w). 

(«  —  h)  }/  —  {a  —  b)  c^  =  {a  —  h){  b'  —  c^) 

=  {a-b){b  —  c){b  +  c). 

(37-23)(37'  — 23')  =  (37  — 23)  (37  +  23)  (37—23) 
=  (37  —  23)' (37  +  23)  =  14' •  60. 

{a—b-)  —  ia-{-b)c  =  ia-\-b)  ia  —  b)  —  {a-\-b)c 

=  («  -\-b){a  —  b  —  c). 
{ac  +  c'  —  iß  —  ab)  m  -\-{d^  +  cb  —  a  —  ab)  n 

=  [{ac  —  ab)-\-{c—  b^)]m  +[{cb  —  ab)  +  ( c"  —  a)]  n 
=  [aic—b)  +  (c+J)  [c  —  b)] m  +  \b {c—a) 

-l-(c-f-a)  (c— «)]w 
=  {c  —  b){a-\-c-\-  b) m  +  {c  —  a){b  +  c  +  a)n 
=  («  +  *  +  c)  [(c  —  b)  m  +  (c  —  a)  li]. 

{la  +  Uf  —  iha  —  Uf 

=  [(7a  +  2&)  +  (5a  — 4&)]  [(7«  +  2ö)  —  (5a  — 4^)] 
=  (12a  — 2/^)  (2a  +  6/7)  =  4  (6a  — ^^)  (a  +  3i). 

{Ix  —  4//  +  3c)'  —  {Ix  +  4y  —  3c)' 

=  [(7x-4//  +  3c)  +  (7a:  +  4?/  — 3c)l-[(7a:— 4y  +  3c) 
-(7a:  +  4y  — 3r)] 

=  14a:(— Sy  +  6c)  =  28a;(3c— 4?/). 
16  (9a  +  4&)'  —  25  (3  a  —  Ibf 

=  [4  (9  a  +  4  b)f  —  [5  (3  a  —  2  *)]' 

=  [36a+16&+15a— 10^^]  [36a  +  16/^  — (15a  —  10^;)] 

=  (51a  +  6&)  (21a  +  26^>)  =  3(17a  +  2^)  (21  «  +  26^). 
4a'(a  +  35)^  — 9&'(2a  — &)' 


[2  a  (a  +  3  &)]'  —  [3 b{1a-  b)] 
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=  [2a  -^  Qab  -\-  Qab  —  db^]  [2a^  + 6«&  — 6«*  4-3^'J 

=  (2a+l2ab  —  db^)  (2a^  +  36^). 
7  (20  — 45a;')  — 6  (14  + 21a:)  =  7-5(4— 9a:^)  — 6 -7  (2  + 3a:) 

=  7  [5  (2  4-  3a;)  (2  —  3a;)  —  6  (2  +  3a;)] 

=  7  (2  4- 3a;)  [10— 15a:  — 6]  =  7  (2  +  3a;)  (4—  15a;). 
5 «n'  —  ba  —  7i-\-  \  =ba{n  —  l)  —  (w  —  1 ) 

=  {?i-\)[ba{n-\-\)-i]. 


b  —  2«  3a  — 5&      ,     4«  —  Ib 


I2b  —  da         Ab^  —  9a    "^   2&  +  3«        "^J" 

Da  9a'— 4Z/'  =  (3af  —  (2&)'  =  (3a  +  2&)  (3a  — 2/>),    so 
ist  zunächst  zu  schreiben: 

/     2  2\r    2a  — &  5&'  — 3a'         4a  — 76         71 

^  a3a  — 2&         9a2_4j2  ^"  3a  +  2&         31 

Bei  der  Multiplication  (9  a'  —  4  bj  •  ^^ ^-—  denke   man 

sich  (3a  +  26)(3a  — 2/^)—^^^=^;  daher: 

o  a  —  ^  0 

=  (3a  +  2^^)(2a— &)  — (5Z>'-3a')  +  (3a  — 2i)(4a— 7ft) 

_i-(9a^_4^.') 
o 

496'       ..    .       _,  /7& 


28a^)  =  7&   — ; 4a 


3  V   3 

Mit  welcher  Zahl  ist 

56 +a;'  20  — 3a; 7  2 

120  —  30a;'         15a;'  —  30a;         30  +  15a;         3  x 
zu  multipHcieren,    damit   die  Nenner  verschwinden  und  wie  grofs 
wird  alsdann  das  Produkt? 

Auflösung.     Die  Nenner  sind 

30(4  — a;'),  15a;(a;  — 2),  15(2  +  a;)  und  3  a;. 

Da  nun  4 — x  =2  — x  ={2-\-x){2 — x),   so   ist   der   2.  Bruch 
mit  —  1   zu  erweitern  und  man  erhält: 

56 +  a;'        ,        3a;  — 20  7  _2_  ^ 


30(4-a;')     '    15a;(2  — a;)         15(2+a-)     '    3a; 

Der  Generalnenner  ist  30a'(2  +  a-)  (2  —  a-)=  30a-(4  —  a;'). 
Y  mit  demselben  multipliciert: 
=x  (56  +  x)  +  2  (2  +  x)  (3  X  —  20)  —14a-  (2  -  a;)  -|-  20  (4  —  a;') 


3 
■x  . 
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Die  quadratische  Form  der  beiden  Glieder  einer  Differenz 
läfst  sich  stets  erreichen.     Z.  B. 

ö  — &  =  ö  — h  =^\a  )  —\b  /  -=\a    +b  /  \a    —  b  /, 
wobei   die  Bedeutung   des   Exponent  ^  vorläufig   noch   unerörtert 
bleiben  mufs. 

I.Zusatz.     a=a—b'  +  b^  =  (a-\-b)ia  —  b)-\-b\ 

I.Form.      a=ia-\-b)ia  —  b)-\-b\ 

Um  also  eine  Zahl  zu  quadrieren,  sucht  man  die  der  Basis 
des  zu  berechnenden  Quadrats  zunächst  liegende  runde  Zahl  auf. 
Hierauf  bildet  man  2  Faktoren,  von  welchen  der  eine  um  die  Diffe- 
renz aus  der  runden  Zahl  und  der  gegebenen  Basis  gröfser  als 
diese  Basis,  der  andere  aber  um  eben  so  viel  kleiner  als  dieselbe 
ist.  Das  Produkt  dieser  Faktoren  um  das  Quadrat  jeuer  Differenz 
vermehrt,  giebt  das  verlangte  Quadrat. 

Beispiele. 

58^?     Die  zunächst  liegende  runde  Zahl  ist  60,  die  Differenz 
zwischen  58  und  60  =2,  daher: 

58^  =  (58  +  2)  (58  —  2)  +  2^  =  60  •  56  +  4  =  3360  +  4  =  3364. 

43'  =  (43  +  3)  (43  —  3)  +  3'^  =  46  •  40  -f  9  =  1 849. 

(19|f  =  (l9|  +  |)(l9f-l)  +  (|)=20.19i  +  -^ 

=  3903^. 

2.  Form,     r/  =  b"  +  [a  +  b)  {a  —  b). 

Um  also  eine  Zahl  zu  quadrieren,  kann  man  das  Quadrat 
einer  naheliegenden  runden  Zahl  um  das  Produkt  aus  der  Summe 
und  der  Differenz  der  gegebenen  und  neuen  Zahl  vermehren. 

Beispiele. 

48'  =  50'  +  (48  +  50)  (48  -  50)  =  2500  +  98  (—  2) 

=  2500—196  =  2304. 
74^  =  70^  4-  (74  4-  70)  (74  _  70)  =  4900  +  144-4 

=  4900  +  576  =  5476. 

2.  Zusatz. 

(a  +  bf  -{a  —  bf=  [a-^b -{- a  —  b]la-^b  —  {u  —  b)] 

=^2a-2b  =  Aab.     Folglich  umgekehrt: 

Aab=  {a-{-  bf  —  (a  —  b)'  oder : 

(a  +  ^)^-(a-A)^ 
ab= . 
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Mittelst  Tafeln  der  Quadratzahlen,  die  oft  die  Quadrate  der 
natürlichen  Zahlen  von  1  bis  1000  enthalten,  und  der  vorstehenden 
Formel  läfst  sich  das  Produkt  zweier  beliebigen  Zahlen  berechnen. 

Beispiel. 


567-394  = 


(567  +  394)'  —  (567— 394f 


96r 


173' 


Aus  den  Tafeln:     961' 


4 
923521 


173'=   29929  subtr. 

893592:4 

567-394  =  223398. 
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Der  2.  Faktor  ist  die  Differenz  der  Basen  jener  Potenzen. 

Das  Resultat  ist  die  Differenz  derjenigen  Potenzen  jener 
Zahlen,  deren  Exponent  um  1  gröfser,  als  die  höchsten  Exponen- 
ten des  1.  Faktor. 

Leichter  behält  man  das  Resultat ,  wenn  man  berücksichtigt, 
dafs  beim  Multiplicieren  alle  Mittelglieder  verschwinden  müfsen 
und  nur  2  Glieder  übrig  bleiben:  das  Produkt  der  beiden  ersten 
und  der  beiden  letzten  Glieder  der  gegebenen  Faktoren. 

Beispiel,     {a  +ab+  ah'  + +alf-\-h')  (a^b)? 

Das  1.  Glied  des  Resultats 

=  I.Glied  des  I.Faktor  X  I.Glied  des  2. Faktor 

7  8 

=  a  'a  =  a  . 
Das  2.  Glied  des  Resultats 

=  letztes  Glied  des  1.  Fakt.  X  letztes  Glied  des  2.  Fakt. 

=  +  i^  —  b=  —  b\ 
Das  Resultat  daher  =  a  —  h  . 

I.Zusatz.     Setzt  man  b  =  l,  so  erhält  man: 
(a-\-l){a—\)=a-f=a—  1, 
(a^  +  a+l)  ia  —  l)  =  a—l, 
(«■  -f-a^  + «+ l)  (« — [)  =  a  — 1  U.S.W. 
Allgemein: 
(a«+««-i_|_««-2_|_....4.«2_^«  +  l)(«_l)  =  «"  +  i_l...(Y). 

Setzt  man  «  ^  1 : 

{l-i-b)i\-b)  =  l-b\ 

{\-\-h  +  b'){[-b)  =  l-b\ 

{\ -^  b -t  b' +  b')  (1  —  ?*)  =  1  —  ^*  u.  8.  w. 

Allgemein: 
(!+&  +  '/+....  +r  "'  +  ^^")  (!-*)  =  1— &"  +  '...  (Z). 

2.  Zusatz.  Setzt  man  in  vorstehender  Formel  Y:  «  =  2,  so 
erhält  man: 

(2" +2"-' +2""^+ +2'  +  2  +  l)(2  — l)=-2"  +  '  — 1, 

d.i.  (2" +2""' +2""'+....  +2'  +  2  +  l)-l=2"  +  '— 1, 
folglich : 

*    1  _|- 2-1-2^+2"'^+ +2"  "^+2"=2""*'^  — 1. 

Beispiel.     1+2  4- 2' 4- 2'+ +2'"=2''*— 1.     (Siehe 

§.57,  10,  2.  Zus.). 
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3.  Zusatz.    Nehmen  die  Exponenten  der  Potenzen  in  gleichen 
Differenzen  ab  oder  zu,  so  kann  man  sich  dieselbe  Form  denken. 

Beispiel. 

{a''  +  ^a'h'  +  1^a'h'  +  \1hh')  [a'  -oh') 

=  [(«f +  («f  (5i^)^  +  («^)'.(5Äf  +  (5&^)1.[(«^)-(5&^)] 

4.  Zusatz.    Vereinigt  man  in  dem  Produkt 

(«"+«"-'&+. .  .  .  +*")  {a-b)  (a"  +  '  +r+0 
die  beiden  ersten  Faktoren,  so  erhält  man: 

2«+2 .2re+2 

Vereinigt  man  in  dem  gegebenen  Produkte  die  beiden  letzten 
Faktoren,  so  erhält  man: 

ya  -\-a        b-\-  .  .  .  .  -\-  b  }  \^a        — a        b-\-ab        — b       ). 

Folglich  ist: 

/    «    1        re— 1,     I        n— 2,2     .  ,     ,n\  /     n+2  n  +  1  ,     ,        ;n  +  l         ,»  +  2N 

[a  -\-a        b-f-a        o  + -\-b  )ya       —a        b-\-ab        — b  ^  ) 

2n+2  ,2n+2 

=a  —  b         . 

n  =  b  giebt  z.  B.: 
(«^  +ö*Z»  +  a  b^+a  b'+ab""  +  b^)  {a  —a  b  +  ab''  —  b') 

12  ,12 

^a    — b   . 

Multipliciert   man   die   zuerst    aufgestellten   3  Faktoren   noch 

mit  a  "       -\- b""'      ,    so    ergiebt    sich    ein    analoges    Produkt,    bei 
welchem  der  2.  Faktor  aus  8  Gliedern  besteht. 

4.     Setzt  man   in   dem  vorstehenden  3.  Satze  —  b  statt  +  A, 
so  ergiebt  sich: 

[a  +  (-  b)]  [a  -  (-  b)-\  =  «'-(—  bf=a' -  (+  h") ,  d.  i. 

(a  —  b){a-\-b)  =  a  —  //. 

[a+a{-b)-\-{-bf][a-{-b)\=a'  —  {-bf,  d.i. 

{a  —ab  +  b")  (a  +  Ä)  =  «'  +  b\ 

[a'  +  ö  (-  Ä)  +  «  (-  b?  4-  (-  bf]  [a  -(-b)]  =  a'—i-  b)' 

=  a'-(-\-b'),  d.i. 

{a—a  b-{-ab'  —  *')  {a-\-b)  =  a—  b\ 


•^    w 
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.5  a  3       ^       o) 

3  0       ^2       "^ 

o  "^       'S 

R  ^  '^  ^  sh        n3 

rr»  "t;  <D  ü        fco      _, 

-2       <H 


.^  Tt  b  I     ^  =  ^  J    I    t^    "^^ 

+  ^  :  ^:^    II  I    II    -^-^  S  :.       o       -;^  ^<^ 

II       -  ■               _L  <i       I         •  ^    o  -^    ö                     I     pq           -^    ^ 

^-^  i-   :  C  17  §-.2.  §^  §^  +^  "  5  I 


T^«  ^~V  ••  Ort  ---til. 


(U 


11  ^-'     tri  •—      -j 


-^  a  ^     N      ??     o      >n  II  II  '^ 


o 


^     ONO        ar?Sfa  -^ 

^    ^t-i     ^  /i^     CD       CS  f^ 


+  + 


« 


<b 


CS 


'<i^'^77         1^  S-SobQrÄi^^pT^  "^ 

^       ^+11     II  l'^°^«-S2"SS  S 


Schnrig,  Lelirbiicli  der  Arithmetik.     II.  Teil. 
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(a''-2«'"a;  +  4a'a;'  — 8a;')  (a'  +  2a;) 

I.Zusatz.     ^^=1    glebt: 

ia—\){a-\-l)=a  —  \ 

(a  — a  +a—  l)  ia-\-  \)=a  —  1  u.  s.  w 

«=1  giebt:  {[ —b)  (i -{-b)  =  \  — // 

(i-b-^b'){i-{-b)  =  \+b' 

(l  —  /j  +  Z/'  — //')  (l  4-  ^)  =  1  —  ^/'  u.  s.  w. 

5.     Dividiert  man  jedes  Glied  des  1.  Faktor  des  iin  3.  Satze 
enthaltenen  Produkts 

(a-{-a'''''b-\-a'-'b'+  ....  -i-b"){a~b) 
durch  das  vorausgehende  (links  stehende),  so  erhält  man  stets  — 
als  Quotient. 

n—2j2  7 

B-l           «  0  n  —  2  —  K +  1,2-1  — Ijl  ^ 

eispiel.     ; —  =  a  b       =a     b  = — . 

Dividiert   man   das  2.  Glied  des  2.  Faktor  durch  das  1.,   so 
erhält  man ,  also  den  entgegengesetzten  Quotient. 

Setzt    man   b  negativ,    wodurch    bekanntlich    die   Formel    des 
4.  Satzes  entsteht,    so  mufs  gleichfalls  der  Quotient  des  2.  Faktor 


(+1) 


dem  des  ersten  ( ]  entgeo-engesetzt  sein. 

a 


Hieraus  ergiebt  sich  folgende  ganz  allgemeine  Regel: 

Das    Produkt    {A-{-B+  C-\- +  y¥)  {y-\-P)    wird 

AN-^3IP,  wenn  im  I.Faktor  jedes  Glied  durch  das 
vorhergehende  dividiert  immer  denselben  Quo- 
tient giebt,  im  2.  Faktor  aber  das  2.  Glied  (/')  durch 
das    1.  [Ä]    dividiert    denselben    Quotient    mit    ent- 


gegengesetztem Zeichen  giebt. 
T,    .      .   ,       \  X  o:    ,    3  w        9  t/ 


Qy        2         2x        2x 


bx 


9/        '^'^'f/ 


Da  im  1.  Faktor  die  Zeichen  abwecliseln,  während  der  2.  Fak- 
tor eine  Summe  ist,  da  ferner  in  beiden  Faktoren  der  Exponent 
von  X  in  jedem  nachfolgenden  Gliede  um  2  kleiner,  der  von  y 
aber  um  1  gröfser  ist,    die  Quotienten   von  je  2  aufeinander  fol- 
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genden  Gliedern  also  hinsichtlich  dieser  Buchstaben  gleich  sein 
müssen,  da  endlich  die  speciellen  Zahlen  von  je  2  aufeinander 
folgenden  Gliedern  gleiche  Quotienten  geben 

\~2'6~"2"2~2*2  3'9 
so  mufs  nach'  vorstehender  Regel  das  gesuchte  Produkt  =^  der 
Summe  der  Produkte  der  ersten  und  der  letzten  Glieder  der  beiden 
Faktoren  sein: 

_  x^      bx         9?/       5     _  5a:^         15y 
"~  6?/  *  9y^  ~~  1:^     2>xij  ~  54y=^        2x*  ' 

6.  Die  Umkehrungen  des  3.  und  4.  Satzes  kommen  gleichfalls 
öfter  in  Anwendung: 

a^^b^  =  (a~~-ab-\-'I^)ia-i-b) 

a^-b^  =  (a  -\-ab  +  ab''  +  b')  (a  —  &)  I , 

=  {a-ab-i-ab''  —  b')ia-\-b)\' 
a' -b'  =  {a' i-a'b  -\-a^b' -\-ab' -\-b')  (a-b) 
a'  -^lj'  =  {a'  -a'b  -{-crb^  -ab'  -\-b')  {a-^b) 
0:^-1   =(,,2  4-a:+l)(.r-l) 
x^  +  1  =  (a;-  —  X  +  l)  (o:  -I-  1) 
x^  —  \   ={x'-\-x-\-x-{-\){x—\) 

=  (i^-x'-^x-\){x+\l 

II.     a'  -  b'  =  {a '-  //)  (./  +  b') ,    denn  {a'f  -  ( l/f  =  ? 
a' -b'  =  {a'  - b")  («*  +  d' b'  +  b') 

=  {a'-^b'){a'-b') 
a'-  .\-b'  =  ia'-{-b')  (a'-d'b'  +  b')  u.  s.  w. 

7.  Es  ist  ez  =  (Iv  -{-  zc  —  zd  +  zd  —  dv,  denn  rechts  hebt  sich 

dv  und  zd, 
d.  I.  ez  =  dv  ->r  =  {c-  d)  -{-d{z  —  v). 
In  Worten: 

Anstatt  2  Zahlen  (eine  erste  c  und  eine  zweite  z)  zu  und- 
tijjlicieren,  kann  man  das  Produkt  von  2  beliebigen  andern 
Zahlen  (einer  dritten  d  und  einer  vierten  v)  noch  um  die 
beiden  nachstehenden  Produkte  vermehren: 

1)  die  2.  multipliciert    mit  der  Differenz  aus  der  vorher- 
gehenden (1.)  und  der  nachfolgenden  (3.); 

2)  die  3.  nmltipliciert   mit   der  Differenz  aus  der  vorher- 
gehenden (2.)  und  der  nachfolgenden  (-1.). 

G* 
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Beispiele. 

59 .  38  =  60  •  40  +  38  (59  —  60)  +  60  (38  —  40) 

=  2400-38-1— 60-2 

=  2400  —  158  =  2242. 
73 .  52  =  70  •  50  +  52  (73  —  70)  +  70  (52  —  50) 

=  3500 +  52-3 +  70-2 

=  3500  H-  156  4-  140  =  3796. 

8.     ia-{-b-{-c){a+b^-{-c^—ab—ac—bc) 

=  a^  -\-b  -\-c  —  3  abc. 
Beweis  durch  Multiplication. 

§.  62.     Potenzen  von  Polynomien. 

1.     Quadrat  des  Binom. 

(«  4- bf  ==ia-{-bJia-\-b) 

a  -\-ab 
+  ab-{-b^ 


#    {a  +  bf=a^-\-1ab-{-b^. 

Das  Quadrat  einer  zweiteiligen  Gröfse  kann  in  einen  drei- 
teiligen Ausdruck  aufgelöst  werden.     Diese  3  Teile  sind : 

1)  das  Quadrat  des  1.  Teils  (=«  ); 

2)  das    doppelte   Produkt   der  beiden  Teile   (=  2  mal   der 
1.  Teil  rt  X  der  2.  Teil  b)-, 

3)  das  Quadrat  des  2.  Teils  {=!)''). 

Setzt  man  in  vorstehender  Formel  b  =  —  c,  so  erhält  man: 
[a  +  ( -  c)]'  =«'  4-  2  a  (-  c)  +  (-  c)\  d.  i. 
^  ^a  —  cf=^a—1ac+d'.     (S.  §.  57,  12.) 

Das  Quadrat  einer  Differenz  hat  also  dieselben  3  Teile  wie 
das  einer  Summe,  jedoch  sind  dieselben  abwechselnd  positiv  inid 
negativ.  Da  das  3.  Glied  ein  Quadrat  ist,  so  mufs  es  selbstver- 
ständlich stets  positiv  sein. 

Beide  Formeln  vereinigt  man  in  folgender  Weise: 
(^a-\^bf=a-\^'lub-\-b\ 

1.  Anmerkung.  In  solchen  Ausdrücken  mit  Doppelzeichen 
hat  man  entweder  überall  das  obcic  oder  überall  das  untere  Zeichen 
zu  nehmen,  also  nicht  willkürlich  in  dem  einen  Gliede  das  obere, 
im  andern  das  untere. 

2.  Anmerkung.  Die  Coefficienten  der  3  Glieder  sind  1,  2,  1. 
Diese  Zahlen  mögen  hier  „Potenzialcoefficienten"  genannt  werden. 


a' 

r/ 

a' 

b' 

1/ 

b\ 
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Der   2.,   3 Potenzialcoefficient   heifst   auch   der  1.,  2 

„  Binomialcoefficient". 

S.Anmerkung.     Da  sich  die  3  Glieder  auch 

.         2,0      n        1  7,1       .         0,2 

schreiben    lassen,    so   kann    man   folgende   symmetrische    Formen 
unterscheiden : 

1.  Glied,     2.  Glied,    3.  Glied, 
Potenzialcoefficienten :     12  1 

Potenzen  von  «: 
«  n     *: 

4.  Anmerkung.     Der  Ungeübte   verwechselt  oft  (c/  +  i)    mit 
{ah)  =^fi  b  ,    indem  er  {a-{-h)  =«  +//  setzt. 

Ferner    ist    a  — b    nicht  mit  (« —  b)     zu    verwechseln,   viel- 
mehr ist: 

'      ,-2       ,        ,^  .         ,^  r  gleiche  Faktoren! 
(«  —  b)  ={a  —  h)  {a  —  b)\  ^ 

a  —  b    ^=ia-{-  b)  {a  —  b)      verschiedene    Faktoren ,     also 

kein  Quadrat! 

Beispiele. 

(7  +  Zf=f  +  2 . 7  . 3  -I-  3^  =  49  +  42  +  9  =  1 00. 
f  Probe:    10^=100]. 

(5«— 66f  :-=(5«f  —  2-5«-6Z>4-(6öf 
=  2ba—Q{)ab-\-^Qb\ 

3«         2x^Y       (  3«  1'      .^     3«      2.»-'    ,    \2x 


Ax  3  a 


-■  "         [ac^\        ''^'  Ax'  '  3.r  +  (3a 
9a  ^    ,     Ax 


1  + 


\^x  da 


( — a~b)  ?     Das    1.  Glied  =  Quadrat  des   I.Teils 

=  {—af  =  -\-a', 

das  2.  Glied  =  2  X  (l.  Glied)  X  (2.  Glied) 

=  2.(— a)  {—b)=^  +  '2ab; 

das  3.  Glied  =  Quadrat  des  2.  Teils 

=  {-bf  =  j^b\ 

Daher  =a  -{-'2ah-{-h  . 
Dasselbe  Resultat  hätte  man  erhalten  durch: 

(-  a-hf=[-  {a-\-h)f=  +  (a  +  bf. 
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H 


2  a: 


6a: 
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(f)V2.^.A+'^ 


6  a: 


da:    LN  ^ 


3  VAx' 
2  19 

2a:^    . 


JO^       _2^ 
9a:^36a;'J       3 


lo:    ■-  4  ^^  j 


^   1 
2  '  a: 


3 


5  25 

3^^        24a:^ 
31 


7.r 


12 


3  a:        3  x^ 


X         A 


\ox  — öyz         )  =^\px         )   — 2' 5a: 


3/1  +  1     o        2n  — 5 

•3 1/2 


+  (3y^^-=)' 


=  2oa: 


on     3/1  +  1        2n  — 5 

3üa:         //2 


+  9/^""-^°. 


=  (9  — 5«) 


10  a' 


a+l 


3(9  — 5  öf        9  —  5« 


-^1 

15J 


2« 


10«^ 


«+1 


L9— 5«         3(9  — 5  af        9  — 5a 


-1 
15J 


=  (9  — 5«)  (7—2«)  — 


10a' 


(9  — 5a)(aH-l) 


=  10a- —  53a  +  63  —  ^^^  4- 5  a^  — 4a  —  9 


— -i4-(81  — 90a  +  25a^) 
lo  ^  '  ' 


Ar'       2  >■  m  I       •-    1  10a  r.—  4        i        ««  OÖ  a 

=  15a  —  57a-|-54 3/|  +  42a -— 

=  16^  — 15  a. 
1197^=  (1200  —  3f=  1440000  —  7200  +  9  =  1432S09 


(12ir  =  ^12  H-  -- j  =  14  1  +  6  +  jg  =  150^. 
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(39f  f  =  (40  -  |-)  =  1 600  -  30  +  -^  ==  1 570^V 

{ab  +  acf  =  [«(&  +  c)]'  =«'  (  b'  +  2bc  +  c"). 

1.  Zusatz.  Einen  mehrteiligen  Ausdruck  kann  man  nach  vor- 
stehenden Kegeln  quadrieren,  indem  man  sich  denselben  zwei- 
gliederig denkt. 

Beispiel. 

=.(bx^  —  i x) "'—  2  •  (5  x^  ~  4  x"")  (3 .T  +  2)  +  (3 x  +  2) ^ 
=  25a:^  —  40a;^  +  16a;*  —  30x'*  +  24a:^  —  20.»/  +  I6x^ 

-l-9a;^+12a:  +  4 
=  25  a;^  —  AOx^  —  1 4  rt'*  +  4  x^  +  25  o;'  +  1 2  x  +  4. 

2.  Zusatz.     {a-\-u)  =a  -\-  1au-\-u  . 

Ist  2<  sehr  klein,  so  kann  w  so  klein  werden,  dafs  es  nicht 
beachtet  zu  werden  braucht 

Beispiele. 

0, 1 103^  =  (0,1 1  +  0,0003f  =  0,1 1^  +  2  •  0,1 1  •  0,0003 
=  0,0121  +  0,000066  =  0,012166. 

Hier  ist  0,0003^  =  0,00000009  weggelassen  worden. 

0,333495^  =  (0,333333  + 0,000162/=  (-^  + 0,000162  j 

=  1  +  2.  1.0.000162  =  A  +  M0232i 

=  0,111111  +0,000108  =  0,111219. 

2,9996^  =  (3  —  0,0004f  =  9  —  6  •  0,0004  =  9  —  0,0024 
=  8,9976. 

3.  Zusatz. 

{a^h-{-c){a-\-b  —  c)=^[{a-\-b)  +  c][{a^b)  —  c] 

=  («  +  bf  —  c=a  -\-1ab-\-b^  -  c   (s.  §.61,1 ). 

{a  —  b  +  c){a-{-b  —  c)  =  [a  —  {b-c)][a-[-{b  —  c)] 

=a  —  {b  —  c)  =  a"  —  b'  -\-1bc  —  c^. 

Sind  die  Glieder  zweier  polynomen  Faktoren  teils  ganz  gleich, 
andernteils  nur  hinsichtlich  der  Zeichen  verschieden,  so  setze  man 
die  mit  gleichen  Zeichen  voran,  mit  verschiedenen  nach,  und  ver- 
einige sowohl  jene,  als  auch  diese  für  sich,  um  alsdann  §.  61,  1 
anzuwenden. 
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Beispiel. 

(3ö  — 2ö  +  5c  — 11^)  (3a  +  2ö  — 5c— llrf) 

=  ida—lld—2b-}-bc)  (3a— ll^  +  2^>  — 5c) 

=  [{da—nd)  —  (2b  —  5c)]  [(3a  — 11</) +(2&  — 5c)] 

=  (3a— llrf)'  — (2&  — 5c)' 

=  9«'  — 66a(?+121<?'  — 4ö'+20&c  — 25cl 

2.     Umgekehrt  ist  a^±^2ab-i-b^ ^ia-±bf. 

Das  2.  Glied  2  «&  ist  also  2  X  Basis  des  Quadrats  des  1.  Glie- 
des X  Basis  des  Quadrats  des  3.  Gliedes. 

Ist  daher  ein  streng  nach  ab-  oder  aufsteigenden  Potenzen 
der    Hauptgröfse    geordnetes    Trlnom    gegöben,    bei    welchem    das 

1.  und  3.  Glied  positiv,  das  2.  {  ^*  ^  .•  }  ist  und  giebt  man  dem 
1.  und  3.  Ghede  die  Quadratform,  so  ist  das  Trinom  das  Quadrat 
der  {  j-^-fv.  I  der  beiden  Basen  der  Quadrate,  wenn  das  Pro- 

dukt aus  der  Zahl  2  und  diesen  Basen  dem  2.  Gliede  des  gege- 
benen Trinom  gleich  ist. 

I.Beispiel,     x  +4«  -{-Aa^x  ? 

Geordnet :  a:^  +  4  a  x^  -\-Aa=  (x^Y  -+-  4  a'  x^  -f  (2  aY.  Da 
nun  das  doppelte  Produkt  der  Basen  der  Quadrate  =2-x  -la 
=  \a  X  =  dem  Mittelgliede,  so  mufs  jenes  gegebene  Trinom  das 
Quadrat  der  Summe  beider  Basen  sein,  d.  i.  =  (.c  -\-2a). 

IG  4 

2.  Beispiel.     6^  H 5-  -  ^— ? 

^  225«^        ^(i 

Geordnet  = -\ ~  =  (  "^  )  —  o     +  (  t^~  )  • 

4         3«        11^  nf'        \  2/         3a    '   \  loa/ 


225  a' 
Hier  ist  das  doppelte  Produkt  der  Basen  =2 


5        4     _    4    _ 

2      15a        3  a 

dem  Mittelgliede  des  vorstehenden  Trinom  und  da  dieses  Mittel- 
glied  negativ   ist,   so   mufs   der   gegebene  Ausdruck  das  Quadrat 

/  5    '      4    V 

der  Differenz  der  Basen,  d.i.  [~r rir~]    sein. 

\2        15a/ 

3.  Beispiel. 

77 ac -\-  35af?  —  33 bc—  \hbd—  245a^  -f  210  ab  —  Ahh^ 

=  7a(llc-f-5^)  — 3ö(llc-l-5d)  — 5(49a'— 42a&-f  9*') 
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ier  ist  49  a  =  (' 
^42«&,  folglich: 


Hier   ist   49a  =(7a)'^,    9^  =^(3^)     und  '2-la-'Sb 


=  {la  —  db)  [llc  +  5</— 5  (7«  — 3^?)]' 

4.  Beispiel. 

4  a  —  20 «6  +  25 b^  —  1 G nc  +  40 bc  —  36 ad  +  90  bd  +  IG c 


+  11cd+'^\d^ 


=  (2ar  —  20«^+  (5*)  —  2  [8ac  —  20&C  +  18«rf—  \hbd] 


-{-{Acf  +  ncd  +  iS^df 
=  (2«  —  bljf  —  2  (4c  +  9rtf)  (2rt  -  5/^)  4-  (4c  +  9r/f 
=  [(2rt  —  5//)  —  (4c  +  9f/)j'  =  (2«  -  5^^  —  4c  —  9(/f. 

5.  Beispiel. 

( a  +  wft')  (  c  +  wrf'O  =  {acf  +  ??  (6cf  +  n  (adf  +  (n  /yf/)' 
=  (acf  +  2  w  «/>crf  +  n^  b'  d^  +  w  (adf  —  In  abcd  +  n  (/>cf 
=  («c)^  +  2 «c  •  ?«/^</  +  {nbdf  +  « [(«^/f  —  2  •  «rf •  bc  +  (/;cf ] 
=  («6-  -|-  nbd)  +  ?t  («rf  —  bc)  . 

6.  Beispiel. 

Es  ist  {Äa  -\-Bb  +  Cc  +  Ddf  +  (^*  —  ßa  -\-  Cd  —  7?cf 

H-  (.  /c  —  i?rf  —  Ca  +  Z^/>)^  +  (^f^  +  ßc  —  C/>  —  Ddf 
=  {Aa  +  ///yf  +  2  (.i«  +  ^/;)  (Cc  +  />rf)  +  (Cc  +  Ddf 

1  ."!  (!  3  (1  Ü 

5  4  4  5 

+  {Ab  —  ^«)'  +  2  (^/;  —  ^a)  (Cf/  -  De)  +  (6V/  —  Dcf 

X  7  10  7  10  2 

9  8  8  9 

+  {Ac  —  Ca,f  +  2  (//c  —  6Vi)  (i>/;  —  ßd)  +  (/>/^  —  Bdf 

3  9  8  9  8  6 

12  11  11  12 

+  (./rf  -  Daf  +  2  (.W  —  Da)  {ßc  —  Cb)  -\-  (Bc  -  Cbf. 

5  7  10  10  7  t 

12  11  12  11 

Hier  heben   sich  die  nichtquadratischen  Glieder  und  zwar  die 
mit  einerlei  Zahlen  unterschriebenen  Produkte. 

In  der  1.  Zeile  hebt  sich  z.  B.  das  mit  1   bezeichnete  Produkt 
-\-1- Aa- ßb   mit   dem   in    der  2.  Zeile   mit  1  bezeichneten  Produkt 

—  2-Ab-ßa;    in    der    3.  Zeile    das    nnt    11    bezeichnete    Pnxhikt 

—  1'Ca'Db  mit  dem  in  der  4.  Zeile  mit   11  bezeichneten  Produkt 
■\-1'Da'Cb. 

Hieraus  folgt,  dafs  nur  die  nachstehoiulon  quadratischen  Glie- 
der übriec  bleiben: 
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>2    2    ,      7,2  7,2     ,      y-,2    2     ,      ri2j2     I       .2,2     ,      d2    2     i      ^^2   ,2     ,      ^2    2 

A  a  -\-  B  b  -{-  C  c  -\-  B  ä  -\-Ao-\-Ba-\-Ca  -\-  D  c 

+  j^  c  -\-C\^  -\-  B^  h^  +B^  d^  +  A^ d^  +  B^  a  -{-  B^  c  -\-  C''  h^ 

==A'{a'  +h' -^  c'  +  d')  +  B'{a'  +  lf  +  c' ^-d') 
^  C'{a'  +  h'  +  c'  +  d')-\-  B'{a'  +  h'  +  c'-\-d% 

Folglich  ist: 

[/  _|_  ^2  _j_  ^2  _j_  ^>)  ^^2  _^  ^2  _^  ^2  _|_  ^^2^  ^  ^^^  gegebenen  Aus- 
druck {Aa  +  Bb+Cc  +  Bdf  +  {Ah  —  Ba-\-Cd—  Dcf 
+  {Ac  —  Bd—Ca  +  Bbf  +  {Ad  ^-Bc—  Cb  —  Bdf. 

Anmerkung.     Setzt  man  hier  B  =  d  =  (i,  so  ergiebt  sich: 
{I  +  ^'  +  C")  {i  +  &'  4-  c)  =  {Aa  +  ^&  +  (7c)'  +  (^&  —  Baf 
4-  (^c  —  Caf  +  (^c  —  C^^)l 

Zusatz.     Bemerkenswert  sind  folgende  Ausdrücke: 
I.    i ^b^ =ci  ^lab^b^ -'1ab  =  {a^bf  —  lab-, 
II.     a'  +  &'=«'  — 2a&  + &^  +  2«&  =  («  —  &)' 4-2  a&; 
IIL     {a^bf  =a  —  lab  -\-b^  -\-  \ab  =  {a  —  bf  -\-  \ab', 
IV.     (a  —  &/  =a^  4-  lab  -\-b^ —  \ab  =  {a-\-  bf—^  ah. 

3.     Quadrat  des  Polynom. 

I.     {a^h-^c-^df^[{a  +  b)-\-{c  +  d)f 

=  {a-\-bf  +  'l{a  +  b){c  +  d)  +  {c-\-df 

=  «^4-6^  +  c'+/4-2ö&4-2«c4-2arf 

-\-2bc-\-Ud 
+  2  cd. 

Das  Quadrat  eines  Polynom  besteht  also : 

1)  aus  den  Quadraten  sämtlicher  Glieder  (die  mithin  immer 
positiv  sind,  auch  wenn  die  gegebenen  Glieder  negativ 
sein  sollten); 

2)  aus  den  doppelten  Produkten  von  je  2  Gliedern  (ent- 
stehend aus  der  Multiplication  jedes  Gliedes  mit  jedem 
folgenden:     a  mit  b,  c,  d, 

b     „    c,  d, 
c    „    d). 

Beispiel,     {l  x^  —  5a:  —  6)'? 

Gedacht:     [7a:'  +  (— 5.r)4-(- 6)]'  =  (7.rf +  (— 5.r)' 

4-(— 6)'4-2-7a:'(— 5a:)  +  2-7a;'-(— 6) 


4-2.(-5.T)(-6); 

f*  4- 25a:' 4-36  — 
=  49x*  —  70.r"'  —  59.1:'  4-  60.r  +  36. 


daher :     =  49a:*  4-  25a:'  4-  36  —  70a:'^  —  84a:'  +  60 o: 
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II.  Schreiten  die  Glieder  nach  Potenzen  einer  Hauptgröfse 
fort,  so  entsteht  die  besonders  wichtige  involutorische  Form 
in  folgender  Weise: 

(a x^  -{-bx^-h  ex  +  dy=a  /  +  &'  o;*  -{- c^ x^  +  d' -\- 2  abx^ 
4-  2  acx^  +  2  adx^  +  2  hcx^  +  2  hdx^  +  2  c^.r 

oder,  wenn  man,  von  x  abgesehen,  zuerst  die  a  allein  enthaltenden 
Glieder  nimmt,  hierauf  die  Glieder  vereinigt,  welche  b  (und  aufser- 
dem  a)  enthalten,  hierauf  die  Glieder  vereinigt,  welche  c  (und 
aufserdem  b  und  a)  enthalten  u.  s.  w.: 

(« x^  -[-bx^  +  ex  +  dY = a  x'  -\-{1ax-^b)b  x'^ 

+  [2  (« x^  +  bx)  -\- e]  cx^  +  [2  {ax^  +  ?».>;'  +  ex)  +d\  d. 

1.  Beispiel. 

7586^  =  (7- 10' 4- 5  •  1 0' +  8  •;i0;4- 6)^ 
=  7'.10''  +  [(2.7.10)+5].5.10* 

+  [2(7-10' +5.10) +8]- 8-10' 

+  [2 -(7. 10^+ 5- 10' +8- 10) +6] -6 

=  7'.  10''  + [(2-7) -10 +  5]- 5-10' 

+  f  2  .  (?.  10  +  5) .  10  +  8]  •  8  •  10' 

+  [2 -(7- 10' +  5. 10 +  8) -10 +6] -6 

=  7^  1 0^  +  14. .  5  .  lO'' +  150g  •  8  .  10' 4- 1516,.  •  6 
Schematisch: 

CO 
QO 


7^  =  49 


(2-7  =  14)  1^5-5=    725...  . 

(2-75=150)  1508-8=    12064.. 

(2-758  =  1516)  l516e-6=       90996 

folglich:  7586^  =  57547396. 


2.  Beispiel.     39478^ 


oo 

CO 


m        o  —  y 
(2-3  =  6)      69.9=  621 
(2-39  =  78)    78^-4=  3136 
(2-394  =  788)   7887-7=   55209 
(2-3947  =  7894)  7894„-8=    631584 


=  1558512484. 
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3.  Beispiel,     8,7654'? 

CO 

OO 

m 

8^  =  64, 

(2-8  =  16) 

16^.7  =  1169 

(2-87  =  174) 

174^-6=    10476 

(2-876  =  1752) 

1752^-5=        87625 

(2-8765  =  17530) 

17530^-4=          701216 

=76,83223716. 

Anmerkung.  Noch  einfacher  wird  die  Rechnung,  wenn  man 
berücksichtigt,  dafs  durch  Addition  der  beiden  Faktoren  die  Zeh- 
ner des  folgenden   I.Faktor  entstehen  müssen.     Z.B.: 

]6  4-7  (s.  2.  Zeile  des  vorstehenden  Beisp.)  =  174  (3.  Zeile); 
174^4- 6  (s.  3.  Zeile)  =  1752  (4.  Zeile). 

4.  Beispiel.     (Mit  abgekürzter  Multiplication). 
3,84769^  auf  5  Decimalstellen  zu  berechnen: 


3'  = 

9, 

6,-8  = 

5,44 

764-4  = 

3056 

768:?  •  7  = 

5381 

7694jg  •  6  = 

462 

60520-9  = 

69 

=  14,80472. 

Da  ein  Sstelliger  Decimalbruch  (s.  oben  847)  im  Quadrat 
6  Decimalstellen  giebt,  so  mufs  offenbar  in  dem  Produkt,  in 
welchem  die  3.  Stelle  7  auftritt  (s.  oben  die  4.  Zeile  des  Schema), 
eine  Steile  gestrichen  werden,  wenn  man  das  Resultat  auf  5  Stel- 
len berechnen  will-  In  jedem  1.  Faktor  der  nachfolgenden  Pro- 
dukte sind  mithin  stets  2  Stellen  zu  streichen. 

4.     Kubus  des  Binom. 

{a-\-hf  =  {a-\-hf{a  +  bf 


a-\-1ab-\-ah^ 
-\-ab  +  1ah^-\-b'',  daher : 
^  {a -I- bf  =^a^ ^^a^b  -^-iab' -\-b\ 

Setzt  man  b==  —  c,  so  erhält  man: 

[«  +  (— c)f  =  a'4-3a'(— c)4-3«(-c)'-h(-c)',  d.i. 


:s 


(a _ cy=a—Za  c  +  3«c  —  c 
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Der  Kubus  einer  Differenz  mufs  also  ganz  wie  beim  Quadrat 
abwechselnd  positive  und  negative  Glieder  liaben,  da  ( — c)  in  der 
1.  und  3.  Potenz  negativ  ist,  in  der  2.  und  4.  aber  positiv. 

Der  Kubus  eines  Binom  hat  mithin  folgende  4  Teile: 

1)  der  Kubus  des  1.  Gliedes; 

2)  das   3fache  Produkt  aus  dem  Quadrat  des  1.  Gliedes  und 
dem  einfachen  2.  Gliede; 

3)  das  3fache  Produkt  aus  dem  einfachen  1.  Gliede  und  dem 
Quadrat  des  2.  Gliedes; 

4)  der  Kubus  des  2.  Gliedes. 

Man  beachte  die  hierbei  auftretenden  symmetrischen  Formen: 
Potenzialcoefficienten:    1,     3,     3,     1. 


Potenzen  von  a: 


a 
b' 


1.  Beispiel.     (6  +  4f  =  6^  + 3  •  6'-4 +  3-6-4'-|-4' 

=  216  + 3 -36-4  + 3 -6- 16 +  64 
=  216  +  432  +  288  +  64 
=  1000. 


[Probe; 
2.  Beispiel. 


(G  +  4f  =10^=1000.] 


9? 


^b' 


2a 


4aM 

96-' I 
64  a" 


Aa         db" 
9b'\  '  2« 
3-16a'-3^^^ 


Aa" 


1  2« 


■2  a 


Aa'-9b''' 


21b' 


729  b'^ 
64  a' 
729  b'-' 


81-i^**-2a 
9b^ 


96'-4a' 


27^=' 


a 


3.  Beispiel. 


'^u      "ix)      V^y      "ix 

Substituiert  man  einstweilen  für  die  öfter  wicdcrkclircnden 
zusanmiengesetzten  Ausdrücke  einfache  Zeichen,  so  erleichtert  man 
sich  die  Rechnung  oft  bedeutend.     Setzt  man  hier 

Ix  2/ 


by 


3x" 


=  b,  so  entsteht: 
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\3         ,  ,n3 


(«+*r— (a— &r 

=  a  -\-'6  a  h -\-'^  all -\-}?  —  {a  —Z a  h  -^^a\?  —IS') 

Nun  wieder  die  gegebenen  Ausdrücke  eingeführt,  also 

7a:      ^       2/ 
a^=- — ,    0  =  — ^  gesetzt,  giebt: 

(lx\'   21^  \  2yM'_  196/     ,     ^^y'" 

\^y  )'  dx'  "^       IsxM  25a;     "+"    27 x^  ' 

I.Zusatz.     (a  +  J)'=a  +  3  a&  (a -f- &)  +  Z/' folgt  unmittelbar 
aus  der  Hauptformel.     Dies  aber  ist: 

^  (a  -\-bf=a^-{-h^-{-Z  ah  ja  +  &) 
Eben  so  (a  —  f)  =ä — 'S  ac  (a  —  c)  —  c    (s.  oben  die  2.  For- 
mel);  daher:     ^  (g-. gf  =a' -  c' -dacja-c) 

2.  Zusatz.     Nach  §.  8,  1,  Zus.   folgt   aus    der   1.  Formel   des 
vorstehenden  Zusatzes : 

^  a^ ^b^  =  (a -{- bf  —  S  ahia-{- b) 
und  aus  der  2.  Formel  (nach  §.  9,  4): 

^  a  —  c^  =  {a  —  cf  -{-S  ac  [a  —  c). 
5,     Kubus  des  Polynom. 
(a-\-b-i-c-\-df 

=  [ia  +  b)-{-ic  +  d)f 

=  («  +  ^)'  +  3(«  +  ^)-(f+^/)  +  3(a4-?.)(c  +  r/f 

-i-ic  +  df 
=  65^  -{■dab-\-Sab'-\-b^-{-  {a  -^2ab  +  b')  (3c  +  3  d) 

+  (3«  +  3&)(c^  +  2cf/  +  /)  +  c'  +  3c'rfH-3c/-h/ 
===a+b^  +  c^-^d^  +  :iab-\-'dac  +  3«^/ 
-hdb^a-{-3b^c  +  Sb'd 
+  dc^a  +  3c-b-\-3c^d 
-\-dd-a-{-3d'b+dd^^c 
■i-6abc  +  Qabd-{-Q  acd  +  6  bcd. 
Der  Kubus  eines  Polynom  hat  mithin  folgende  Glieder: 

1)  Die  Kuben  sämtlicher  Glieder; 

2)  die    3fachen   Produkte    aus    dem    Quadrate   jedes   Gliedes 
und  jedem  andern  einfachen  Gliede; 

3)  die  Gfachen  Produkte  aus  je  3  Gliedern. 
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Beispiele.     {Ax^—bx—lf? 

Gedacht :      [4  o:'  +  (—  5  x)  -h  (—  7 )]' ,  daher : 

=  (4a:-)V(-5af+(-7f  +  3(4.i--)'(~5a;)  +  3(4a:')'(-7) 
+  3(-5.rf-4a:'  +  3(— 5a,f  (-7) 
+  3(-7f.4a;'  +  3(-7f(-5a;) 
+  6-4a;'-(— 5.r)  (—7) 

=  64./  -  125 x^  —  343  —  2A0x^  —  336 /  +  300a:*  _  525a' 

-f  588  X  —Idbx-^  840  x^ 
=  64  .r"^  —  240  a:^  —  36  x^  +  7 1 5  o;^  +  63  x-  —  735  x  —  343. 
Zusatz.     Addiert  man 

ia  +  b-cf  +  ia-b  +  cf-\-i-a-}-b-\-c)\ 
zieht  die  Summe  von  {a  -{-b  -{-  c)   ab  und  dividiert  den  Rest  durch  24, 
so  erhält  man: 

abc=  («  +  ^  +  g)'  — [(a  +  ^>-gf  +  (a-^>+gf+(— a  +  ^^4-gf] 

Diese   Formel    kann   man   benutzen,    um   mittelst   der  Kubik- 
zahlentafel  (von  1  bis   1000)   3  beliebige  Zahlen  zu  multiplicieren. 

Beispiel. 

397. 4S9  671=  (39'  +  ^^9  +  G"-t)^- [(•^9'+4S9-674)3  +  (ei97-4S9+j674j^  . 

24 
.    -{-(—397  +  489  +  674)^] 

1560^  —  (212^+582^+766^) 


24 

212-^=   9528128 

582^=  197137368 

*■ 

766^=  449455096 

656120592  su 

1560^  =  3796416000 

3140295408:24 

397 -489 -674=    130845642. 
6.     Die  höheren  Potenzen  des  Binom. 
{a-\-bt==(a-^b_fia-\-b). 

=  (1  •  «3  +  3  •  a^  J  +  3  •  rt&'  -\-Vb^)i\'a-{-\-b) 
l-  a-\-l-ab-\-^-ab^+l'ab^ 

-\-T •  a'  b  -h^  ■  a  b^  -]-^-  ab""  -\-l-  b' 
(a  +  bf  =  I.a*+-(I+3)a'6  +  (3  +  3)a'&'  +  (3+ 1)  ab^-\-l-  b\ 


96  §•  62.     Potenzen  von  Polynomien. 

oder :  {a  -{-bf  =a^  -^  A  a^  b  -{-Qab^  -\-  A  ab^  +  b\ 

Nimmt  man  b  negativ,  so  entsteht: 
(a  —  b)^  =  a^  +  A a  (—  b)^^a  (—  bf  +  4 « (—  &/  +  (—  bf ,  d.  i. 
{a  —  bf=a^  —  \ab-\-^ay'  —  \ab^-^b\ 

Multipliciert  man  diese  Formeln  wieder  mit(a4:^)>  so  würde 
man  («  +  />)  erhalten.  Offenbar  aber  müssen  die  in  (ö  +  ö)  von  a 
bis  a  und  b  bis  b  fortschreitenden  Potenzen  auch  in  (a  +  &)  eben 
so  regelmäfsig  von  a  bis  a  und  b  bis  b  fortschreiten,  da  eben 
nur  jeder  Exponent  jener  Reihen  durch  die  Multiplication  mit  a 
und  b    um   1  gröfser  wird. 

Folglich  müssen   die  Glieder  von  (ö  +  ^)^  folgende  Potenzen 
von  a  und  b  enthalten : 

5         4,  3,2         2,3         74      ,5 

a  ,  ab,   a  b  ,  a  b  ,  ab  ,  b  ; 
die  von  (a^b)  : 

G         5  j  4,2         3,3         2,4  i,5       ,  C 

a,ab,  ab,ab,ab,ab,b. 

Das  Abwechseln  der  Zeichen  bei  den  verschiedenen  Potenzen 
der  Differenz  a  ~  b  folgt  einfach  aus  dem  Umstände,  dafs  stets 

das  2.  Glied  den  Faktor  (—bf  =  —  b, 

»     3.      „         „         „        (—bf h^^ 

«    4.     „         „         „       '  (—bf=-  —  b  , 
„     5.      „         „         „        (—  bt  =  +  ^>^  u.  s.  w. 
enthält. 

Vergleicht  man  noch  die  Potenzialcoefficienten  der  3.  Potenz 

T     3     i^     1 
mit  den  Potenzialcoefficienten  der  4.  Potenz : 
T,  T  +  3,    3  +  3,  3_+l_,  i_, 

so  findet  man,  dafs  man  aus  den  Potenzialcoefficienten  irgend 
einer  Potenz  von  a  -\-  b  die  Potenzialcoefficienten  derjenigen  Po- 
tenz, deren  Exponent  um  1  gröfser  ist,  dadurch  ableiten  kann, 
dafs  man  je  2  neben  einander  liegende  Coefficienten  jener  Potenz 
addiert. 

Ohne  daher  folgende  Formen  zu  kennen: 
(a+&)^=  1 ,  also  der  Potenzialcoeflf.  der  Otcn  Pot.  =  1 ; 

(« +  ?>)'  =  !. «  +  !.?>,  ,    die  „  „    1,     „    =1,1; 

ia-\-h)^=\.a^-\-2.ah+\.b-,    „       ,  „  „    2  .,      „     =1,2,1 

u.  s.  w.,  hätte  man  schon  aus  1,  dem  Potenzialcoefficient  der 
()ten  Potenz,  durch  Addition  von  je  2  neben  einander  liegenden 
Coefficienten : 
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0  1    0 

o_r_T_o 

die  Potenzialcoefficienten  der  nachfolgenden  Potenzen  erhalten. 

Auf  diese  Weise  ergiebt  sich  folgende  Tafel,  die  nach  ihrem 
Erfinder  „das  Dreieck  von  Pascal"  heifst: 

1     ....   für  die  0'^  Potenz 

1  1  1*® 

1        o         o        1       „       „     o  „ 

14       6       4       1 
1       5       10      10       5      1 
1      6      15      20      15      6      1 
1      7      21     35     35     21      7      1 
1      8      28     56     70     56     28      8      1 
1      9     36     84    126  126    84     36     9      1 
1     10   45    120  210  252  210  120    45    10    1 
1     11    55    165  330  462  462  330  165    55    11     1 
l     12    66  220  495  792  924  792  495  220  66    12    1  u.  s.w. 
Um  nun   irgend  eine  Potenz  eines  Binom  zu  entwickeln,  hat 
man  nur  für  die  betreffende  Potenz  die  Coefficienten  aus  der  vor- 
stehenden  Tafel    aufzusuchen   und    die  Zeichen   der  Glieder  nebst 
den   Potenzen   von  a  und  b  auf  Grund    der   vorstehenden   Bemer- 
kungen  hinzuzufügen. 


1.  Beispiel. 
Zeichen:             + 
Potenzialcoeff :  1 

(« 

-\-bf? 

+ 
5 

+ 
10 

10 

-+- 
5 

+ 
1 

Potenzen  v.  a:    a 

a' 

3 

a 

a 

1 
a 

0 

a 

„         „    J:    b^ 

b' 

b' 

b' 

b' 

b^   (mult.:) 

{a-^bf^a-\-h 

ab-\- 10 

ab^-[-W 

a'b' 

-\-bab'-\- 

b\ 

2.  Beispiel. 

(« 

—  bf? 

Zeichen:             + 
PotentialcoefT.:    1 

6 

15 

20 

4- 
15 

-       + 
0          1 

Potenzen  v.  a:   a 

a 
b 

•1 
a 

b' 

a" 
b' 

u' 
b* 

a 

b"        b' 

{a  —  hf  ^a'—^a'' b  +  Vöa  b""  —  10 a  b^ -\-  Iha  b^  —  ^ab'' -{-b"". 

1.  Zusatz.  Das  für  {a-\-bf  entwickelte  Polynom  hat  im  vor- 
letzten Gliede  a  ,  im  drittletzten  Gliede  «',  im  1.  Gliede  n" ,  mit- 
hin mufs  den  Exponenten  dieser  Potenzen  zufolge  die  Anzahl 
dieser  Glieder  =n  sein.  Da  aber  noch  das  letzte,  von  a  freie 
Glied  hinzukommt,  so  mufs  die  Anzahl  sämtlicher  Gheder?i-f-l  sein. 

(a  +  t)'*  mufs  z.  B.  aus  10  Gliedern  bestehen. 

Sohnrig,  Lehrbuch  der  Arithmetik.     U.  Teil.  7 
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2.  Zusatz.     Es  ist 
i-a'^  -\-l'ab-\-2i-ab''-{-^b-a^b^-\- +  1  -ft^  =  (1  • «  +  l-bf. 

Setzt  man  «=1   und  b=],  so  erhält  man: 

1+7  +  21+35+ +1=(1  +l/=2^ 

Es  mufs  also  die  Summe  sämtlicher  Potenzialcoefficienten  der 
^ten  Potenz  =  2"  sein. 

S.Zusatz.     ll^  =  (10+lf 

=  l-10'+3-10'  +  3-i0  +  l 
=  1.. 


3. 
3 


1 


addiert: 


ir=1331. 
Addiert    man    mithin    die   immer  um   eine   Stelle   nach   rechts 
ausgerückten  Potenzialcoefficienten  der  w*"'  Potenz,  so  erhält  man 
die  w*^  Potenz  der  Zahl  11. 

Es  sei  z.  B.  11    zu  berechnen. 

1 
7 

21 
35 
35 
21 
7 
1_ 

11^=19487171. 
4.  Zusatz. 


«&c<?  = 


{a-hb-\-c-^df —  [ja -^b-{-c  — dt -\- ja -hh  —  c-\-d)\ 

120  • 

.  +(a  — &  +  c  +  ^)'  +  (-a  +  &  +  c  +  <?)l 


(Vergl.  §.  61,  2,  2. Zus.  und  §.  62,  5,  Zus.) 
5,  Zusatz. 
a''-{-b^  =  {a  +  bf  —  2ub  (s.  §.  62,  2,  Zus.). 
a^  +  b^  =  {a  +  bf  —  'Sab {a  -\-  b)  (s.  §.  62,  4,  2.Zus.). 


Eben 


so; 


a^  -^  b^  =  {a-\-  bf  —  Aa  b  —  <5a  b^  —  4ab^ 

=  (a  +  bf  —  Aa^ b  —  Sa  b""  —  Aab^ -\-  2«" b^ 

=  ia-{-bY  —  Aab{a-\-2ub-{-b^}-\-2 a  b' ,  oder 

«^  +  i*  =  («  +  bf  -Aab{a-\~bf  +  2  (abf. 
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oa^b  —  10 a^ h^  —  \Oa^b^  —  bab  , 
ba  b  —  Iba  b'  —  15«  b 

1-2,3 

-{-oa  b 


bab  -\-ba  b" 


//  =  (ö  +  ^^)"  —  5 ab  {a  +  bf  +  5a  &'  (ö  +  b). 


a'-^b"=ia-\-br—6a'b- 


A-     •1,2 

loa  b 


_3  7  3 


2  74 


20a"'r— 15«"& 


6  ab'' 


{a  H-  bf  —  6 a^  ^  —  24 ö*  b'  —  36 ß'  ?/'  —  24 a' i*  —  6 ab' 


-i-9a''b--\-\San/-\-9a'b* 


2aH^ 


a^-{-l''=  [a  -hbf  —  Q  ab  {a  +  ^^)'  +  9  a"  b'  (a  +  bf  -  2  (abf. 
Setzt  man  a  + ^  =■''' (Si^iii^iiie)?  ^^^-'=/J  (Produkt),  so  ist  also; 

«^  +  ^^  =  *"^  —  3  "^7^ 

«*  +  &'  =  /  — 4 /;;  + 2// 

a  -\-b  =s  — OS'  p-f-üsp 
a*^  +  j6  =  /  —  6  s^p  +  9  />'  —  2/ 
a^  +  ö^  =  /  —  7  /j9  +  14  /j3^  —  7  5^^ 
ö^  4-  j«  =  /  _  Ss^p  +  20  /j7^  —  1 6  s^p^  +  2/. 
6.  Zusatz      Nimmt  man  hier  b  negativ,  so  entsteht: 


(A) 


a  — b  =(«  —  by-\-'Sab{a  —  b) 

\i  4     I      ,4  /  ,^4 


a'  +  i-b) 

5  76 

a   —  b 


ä" -{- b"  =  {a  —  bt -{-Aab  {a—  bf  -\-2a^ b"" 


(« 


bf  -^bab  (a-  bf  +  ba  b- (u 


b)  u.  s.  w. 


Setzt  man  a  —  b=^d  (Differenz),  üb=^p,  so  ist: 
a^  —  b^=d^  +  ^dp 
a^  —  b^=cf  -\-b  d^  p  -\-  5  dp' 
a  —  b'  =rf^  H-  7  </V  +  14rf V  -f  7  r// 
ö""  +  ^/^  =<?^  4- 4  d-p  4- 2/ 
a<^  +  ^,«  =rf«  4-6</*p  4-  9rfV  4-2/. 

Anmerkung,  a  —b,  a  — b  u.  s.w.  lassen  sich  auf  solche 
einfache  Formen  nicht  zurückführen. 

7.     Der  binomische  Lehrsatz. 

Um  die  30.  Potenz  von  a  +  &  zu  bilden,  müfste  man  den  vor- 
stehenden Sätzen  zufolge  die  sämtlichen  Potenzen  {a-\-by,  {a-\-b)' 
bis  («4-^)^'*  entwickeln,  um  alsdann  aus  den  Coefficienten  für  die 
29.  Potenz  diejenigen  der  30.  Potenz  abzuleiten.  Offenbar  wird  daher 
ein  Verfahren  von  höchster  Wichtigkeit  sein,  welches  unmittelbar 
die  31  GHeder  der  30.  Potenz  giebt,  ohne  erst  die  vorhergehenden 
Potenzen  berechnen  zu  müssen. 

Im  Xachstehenden  wollen  wir  versuchen,  dieses  Verfahren  zu 
entwickeln. 

7* 
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Dem  6.  Satze  zufolge  ist: 

(a-\-bf  =  a'-[-\2a'b-{-ma''b'-\-220ab^-\- ,  oder 

/        ,     ,->10  10     I     A  f.      10  — Ij,.,      .^      10  —  2,2     ,     .n,.      10  —  3,3 

{a-{-b)    =a    +10«         o  +  4oa  b  -\-\20a         b 

ia-^bf=a''+l2a''-'b  +  ma''-'b'-i-22öa''-'b' 

Es  mufs  also   (a  +  b)"  offenbar  die  Form 

-+-(.... )a''-'b'+.... 
haben  und  es  würde  sich  nur  fragen,  wie  grofs  die  hier  vorläufig 
mit  (....)  angedeuteten  Coefficienten  sind. 

Anmerkung.  Da  der  Coefficient  des  1.  Gliedes  stets  1  sein 
mufs  und  sich  erst  die  folgenden  Coefficienten  nach  dem 
Exponent  7i  der  Potenz  (« -f-  b)"  richten ,  so  bezeichnet 
man  den  Coefficient  des  2.  Gliedes,  der  offenbar  n  ist  (siehe 
das  Dreieck  von  Pascal),  als  „1.  Binomialcoefficient ".  Der 
1.,  2.,  3 Binomialc.  der  10.  Potenz  ist  also  10,45,120  — 

Nach  §.  13,  11  ist  ^=i5.-^,  folglich  ist  für  die  10.  Potenz 

der  2.  Binomialc.  (45)  =  1.  Binomialc.  X   /  tt ^"r" 

1.  Bmomialc. 

=  10.4^=10  '     "•« 


der  3.  Binomialcoeff.  =  2.  Binomialc.  X 


10  2  1-2  ' 

3.  Binomialc. 


2.  Binomialc. 
10-9     120  __  10-9-8 
1-2    '~45~"~   1.2-3' 

4.  Binomialc. 


der  4.  Binomialcoeff.  =  3.  Binomialc.  X 


3.  Binomialc. 
_^0-9-8     2f0  _  10-9-8-7 
~   1-2.3    '  120' ~    1-2-3 -4  ■ 
Eben  so  ergiebt  sich  für  die  12.  Potenz 

der  2.  Binomialc.  (66)  =  1.  Binomialc.  X    /  t^. r-;-^ 

1.  Bmomialc. 

—  19    ^ —JA    11  _  12-11 
~         12'"~    1    *   2  "~     1-2    ' 

der  3.  Binomialcoeff.  =  2.  Binomialc.  X    ^   ,^. r-;— 

^  2.  Bmomialc. 

^  12-11     220  _  12-11-10 
"~     1-2    ■    66   ~      1-2-3     ' 
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der  4.  Binomialcoeff.  =  3.  Binomialc.  X 


3.  Binomialc. 
12-11-lÜ     495         12-1M0-9 


1-2.3         220  1  •  2  •  3  •  4 

Somit  erhält  man : 

,        ,     7-vlO  10     1     .f.      10-1,      I      10 '9        10-2,2     I       10 -9 -8        10  —  3,3 

(a  +  h)    =a    +10a  '"1^2"  "^    1  •  2  -  "^  ^ 

,     10-9-8-7      10-4,4   , 


1  •  2  •  3  .  4 


/■         I      i,\12  12     I      ^n       1^  —  1  L     I       12  '11  12  —  2,2 

ia-\-b)    =a    + 12  a         b -\ ,^     a         h 

,12-11.10         12-3,3.       12.1M0.9        12-4,4. 

+  1^2:3-«     *+-r- 2-3-^4"^^     ^+--- 

Dies  kann  auch  geschrieben  werden: 

/      I    j\io        10   I    .f.   10  —  1,    ,     10(10  —  1)     10  —  2,2 
{a-\-b)    =a    +10«        b-\ — -r a         b 

,       10(10-1)  (10  — 2)^^^10-3,^3 


1.2.3 
,     10(10  — 1)(10-2)(10-3)     10-4,4^ 

+ ryrs^^i "     *+.... 

{a^bf  =  a''+na'''-'b-\-^^^^^^a''-'b' 

12(12- l)(12-2)  ^12-3,3 
"^  1.2.3 

,     12(12— 1)(12-2)(12  — 3)     12-4.4   , 
^  1.2.3.4  ^ 

Setzt  man  in  den  vorstehenden  Formeln  an  die  Stelle  von  10, 
resp.  12,  die  Zahl  n,  so  erhält  man  den  sogenannten  „binomi- 
schen Lehrsatz"  in  der  Form: 

M.     ,..     ,     v^n         ,n     ,  „-i^     ,       11  {h  —  \.) 


^   {^a  +  bf=^a^na''~^b^ 


1.2 

a        b 


1-2-3 
w(n  — 1)  («  — 2)  (n— 3)     „-4,4 

+ TTTäTI "       * 

.    ?i(«— 1)  (n  — 2)  (m  — 3)  (w  —  4)     „_5,5  , 

+  — 1.2.3.4.5 "        -+•••• 

Diese  Formel  ist  aber  nm-  aus  der  10.  und  12.  Potenz  abge- 
leitet und  es  würde  sich  fragen,  ob  sie  auch  für  jeden  andern 
Exponent  gilt.  Um  dies  zu  beweisen,  nehmen  wir  zunächst  an, 
die  hier  aufsrestellte  Form  j^elte  wirklicii  für  die  n^^  Potenz  und  ent- 
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wickeln  (a-f-Zj)""^^    so    aus    derselben,    wie   ia-{-b)    aus  {a-]rh), 
{a  +  bf  aus  («  +  bf  u.  s.  w.  entwickelt  wurde. 
(a  4- Z,)»  +  i  =  («  +  /,)"(«  +  &) 

re  — 1 


?l(w—  l)        «-2,2 

a  -\-na        i)-\ — ^ —  a        b 

,    n{n  —  l)(w  —  2)     „_3,3  , 

~  et        0  -\-  . 


1-2-3 


(«  +  />) 


W(?l  — 1)(?l  —  2)        „  _  2  ,3     , 

+ rT2V3  ^        '^+.... 

4.«"/,^,,.«"-^//  +  ^^^^^«''    ^'//'-l-.... 

(Denn  es  ist  z.  B.  «        •  a  =  a        •  a 

n  — 2  +  1  n  — 1  N| 


re+l 


+ 


+  (n+l)ä!  Z?  +  |^ — \-n 

n  {?i  —  1)  (w  —  2)        n{7i  —  1 ) 


1.2-3 


1-2 


=  «""^'  +  («4-1)«"*  +  »^ 


n —  1 


n  — 1  ,2 

a       b 


n  —  2  ,3     , 

a        b  +.. 


n  —  1  ,2 

a        b 


n  (n  —  1 ) 


L     3 


+  1 


n  — 2  7  3     , 

a        b  -\- 


Nun  ist      71  —  l 
~~2 


+  1 


n— 1    .    2 


w— 1+2 


n+l 


2 

w  — 2 


3       ^  3^3 


w  — 2  +  3        n+1 


,  daher; 


(«  +  &) 


n+l 


;        +  (n  +  1 )  a  w  +  w ^ —  «        /> 

,       «(«—  1)        M+1         „_2,3     1 

+  — 2 T""      ^+--- 

,    (n  +  l)n(w  — 1)  „«-2,3  , 

—  a       b  -\-  .  .  . . 


2-3 


Setzt  man  hier  72  +  1  ^r,  so  wird  also: 
w  =  r  —  I ,  n  —  1  =  r  —  1  —  1  =  r  —  2,   n  —  2  ^ ;-  —  l  —  2  =  r 

u.  s.  w. 
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und  man  erhält 

r        t     i.\r  r     .  r^l,      ,        r{r 1)        r-2,2 

{a-\-  h)  ^a  -\-ra        b-\ — a        b 


rir  —  l)ir-'2)      r-. 


r  +  .. 


1.2-3 

Diese  Formel  hat  ^enau  dieselbe  Gestalt  wie  die  als  richtig^ 
angenommene  (a -j- &)"  und  es  mufs  daher  (a  +  ^)"  richtig  sein, 
wenn  es  (a  +  J)"  ist.  Da  nun  (a  +  Hf  mit  {a  +  h)  übereinstimmt, 
so  mufs  auch  (a -|- J) ^^  ,  d.i.  (a  +  ft)^^  mit(a+*)"'^\  also  auch 
der  Form  nach  mit  [a  -j-  hY  übereinstimmen.  Da  jetzt  jene  Form 
für  («  +  *)'^  gilt,  so  mufs  auch  (a  +  &)^^"*"',  d.i.  (a -f&)"  mit 
{a-\-hY  ,  also  auch  wieder  mit  («  +  /?)"  übereinstimmen.  So 
ergiebt  sich,  dafs  die  für  {a-\-h)"  gefundene  Formel  für  alle  Ex- 
ponenten gelten  mufs. 

Anmerkung.    Das  Verfahren,  aus  einigen  für  w=  1,  2,  3 

gültigen  Auflösungen  einer  beliebigen  Aufgabe  auf  die  allgemein 
für  n  gültige  Formel  zu  schliefsen,  dann  die  Formel  für  n  +  l 
aus  der  für  n  angenommenen  eben  so  abzuleiten,  wie  es  z.  B.  mit 
?i  =  3  aus  «=2  geschehen,  läfst,  wie  bei  der  vorstehenden  Ab- 
leitung des  binomischen  Lehrsatzes  gezeigt  wurde,  die  angenom- 
mene Form  als  unbedingt  richtig  erscheinen,  wenn  die  für  m+1 
berechnete  Formel  mit  jener  übereinstimmt.  Diese  Beweisführung 
nennt  man  „Beweis  durch  Induktion"  oder  „ Schlufs  von  n  auf 
n  +  1 "  oder  ,,  das  Kästner'sche  Verfahren  ". 

Beispiele. 

/        I     /,^30  30     I     .)A     '-^y  7      I      «^0-29      28,2 

(«  -\-h)    =a    -\-  30  a    h-\ x —  a   b 

,    30-29-28     ,7,3, 

=a''*^  +  30a^^*  +  435a^^&'  +  4060ö'^ft'-|- 

(        A^2o        20      „„   K>,    ,    20-19     18,2        20-19.18     n," 
(«  —  b)    ^a    —20«    b-\ ^r— f^    * ^r-^ «    ^ 

.    20-19-18-17     16,1 

a    b  —  .... 


2-3-4 

= a^°  —  20  a"^  ft  +  1 90  a  ^  j'  —  1 1 40  «^^  h^ 

+  4845« '6'—.... 

(     I   i.\4        -1   I    1    3  ■    ,    4  •  3     2 ,2    1     4-3-2      3 
{a,-\-b)  =«  +  4  a  b-\r  -— -  a  b   +   ^^   ^  ah 

.    4-3-2-1     0,4    ,    4-3-2-1-0      -1,5  , 
+  T:2:3T4"'^  +  i:2T3"T475^      '  + 
=  a*  +  4ö'«*  +  6/6^  +  4ö&''  +  ^^^  +  0  +  0+  .  . 
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4  •  3  •  2  •  1 

Das  6.  Glied  ist  hier  - — -  a~   }f  •()  (folglich  nach 

§.  18,  6)  =  0. 

1.  Zusatz. 

+  ö)==l+n-l        h-\ ~ -1        h  -\-  .  .  .  .  oder 

i*  (1 +  (,)'  =  1 +  ,*  + li^zzl)  i,^  +  ül!l=i)i!Ln^  i,3  ^ 

2.  Zusatz.  Nimmt  man  hier  h  negativ,  so  wird  bekanntlich 
h,  h' ,  .  .  .  .  negativ,  b" ,  b  ,  .  .  .  .  positiv.     Daher: 

t*r  ^  '  2  2-3 

3.  Zusatz.  Um  die  nachfolgenden  Sätze  in  übersichtlicher 
Form  geben  zu  können ,  mögen  zunächst  einige  Erklärungen  voraus- 
geschickt werden. 

Das  Produkt  1  •2- 3 -4  bezeichnet  man  mit  41,  gelesen  .,4  Fa- 
kultät", eben  so  l-2-3-4.5-6-7  =  7!,  1-2.3 w  =  ?i! 

Der  2.  Binomialcoefficient   der   >i*°"  Potenz  kann   daher  auch 

w(«— 1)  w(w  — l)(w— 2) 

—. ,  der  dritte: —. geschrieben  werden. 

Ferner  kürzt  man  die  Binomialcoefficienten 
71  (n — 1)       n(n  —  i)(n — 2) 

^^'  -J^J-'   Tivs "•  '•  ''■ 

"^^^(i)'  (2)'  (3)  ^^' 

gelesen  „«  über  1",  „«  über  2",  „n  über  3".  [Manche  schreiben 
auch  n^,  n^,  n^,  .  .  .  .,  gelesen:  „w  tief  1",  „7i  tief  2".  Diese  Be- 
zeichnung kann  aber  leicht  zu  Mifsverständnissen  führen.] 

Es  ist  also  der 

4.  BinomialcoefF.(^^)  =  f^^7^\^^7^\^-7^^, 
5  /  ?i\_  nin-l)in—2)in  —  3)(n  —  4) 


bj       1-     2      •      3      •      4      •      5 

Vergleicht  man  hier  den  gleichvielten  Faktor  des  Zählers  und 
Nenners  (z.  B.  den  4,  Faktor  7i  —  3  mit  der  darunter  stehenden  4), 
so  findet  man,  dafs  die  von  n  abgezogene  Zahl  um  1  kleiner  ist, 
als  der  zugehörige  Faktor  des  Nenners. 


§.  fi2.     Potenzen  von  Polynomien. 
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Zählers  und  dem   um  1  verminderten  letzten  Faktor  des  Nenners 
=  «4-  1  —  («  — A:  +  3  — 1)  =  A—  1. 

Da    der   vorletzte   Faktor   des   Zählers    um  1  grüfser   als   der 
letzte  ist,  so  ist  derselbe  =  A- —  1  -{-  l  =A-. 

Der   vorletzte   Faktor   des  Nenners   ist  um  1  kleiner   als   der 
letzte,  folglich  ist  er  n  —  A  +  3  —  l=w-  A-+2. 
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§.  62.     Potenzen  von  Polynomien. 


4.  Zusatz.     Die  vom    1.  und   letzten  Potenzialcoefficient  der 
^ten  Potenz  («  ganz  und  positiv)  gleichweit  abstehenden  Binomial- 
coefficienten  sind  einander  gleich.     So  ist  z.  B.  für  die  5.  Potenz: 
der  1.  Potenzialcoeff.  (1)  =  dem  letzten  (1), 
„    2.  „  (5)  =     „     vorletzten  (5), 

„     3.  „  (10)  =     „     drittletzten  (10). 

Es  ist  daher  für  die  12.  Potenz 
der  3.  Binomialcoeff  (220)  =  dem  12—3.,  d.  i.  9.  (220), 
für  die  n^^  Potenz 

der  A*^  Binomialcoeff.  =  dem  n  —  Ar*®". 
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§.  62.     Potenzen  von  Folynomien. 
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103  §•  ^2-     Potenzen  von  Polynomien. 

_  n(n—l) in-\-l—k)'in-[-i) 

~         r^r {k  + 1) 

^^  (n  +  l)n(w— 1) {n+\—k)  ^/n+l 

l  •  2  •  3 (^  + 1)  \k+\ 

G.Zusatz,      a    =oo,  wenn  a>l;  z.  B.  (l^fs^)    =  oo. 

Beweis.     Wenn  a  gröfser  als  1,  ferner  b  irgend  eine  positive 
Zahl,  so  kann  man  a=^l  -\-b  setzen;  denn  1  +  ft  >  1   (s.  §.  1,  6). 

Nun  ist  a={\  +&/=14-2&  +  6' 

r/  =  (l+&f  =l+3&  +  3?^'+  .... 
a^  =  (i^bt=\-\-^/)-^Qj/^ 

«"  =  (1  +  ^r  =  1  + '^/^+ ^^^^^2^  6'+ . . . . 

a     =(1+?/)    =l+oo&H ^^ '-b'-\- 

=  1+0  00  +  ^^^^+....  (s.§.  18,9,1) 

=  1  +  *  oo  +  oo  •  oo  //  + (s.  §.  18,  1 1 , 1) 

=  1  +  oo  -}-  oo .  oo  + (s.  §.  18,  3) 

«=^=oo  (s.  §.  18,2). 

7.  Zusatz,     a    =0,  wenn  a  <  1    («  also  ein  echter  Bruch  ist). 

Beweis.     Ein  echter  Bruch  kann  - — ,—  ■  geschrieben  werden, 

1  -hb   *= 

wenn  b  eine  positive  Zahl  ist,  weil  1  -f-^>>  1. 

Es  sei  daher  a  =  - — r- 7-. 
1  -j-b 

Nun  ist  a"=(^pi^)"=[(l+^)-^f  =(1+*)-* 

8.  Die  Multiplication  der  Basis  einer  Potenz  mit — 1. 

1.      Die    Potenz    mit    geradzahligem    Exponent    bleibt 
unverändert,  wenn  man  die  Basis  mit  —  l   multipliciert. 

Beweis.     «'  =  ( — af  =  {a — 1)  . 

a^"  =  (_«)2"  (s.  §.  57,  12)  =  ((/•-  1)'". 


§.  62.     Potenzen  von  Polynomien.  J^QQ 

Beispiele. 

(«  —  hf  =  {h  —  af.     Probe :  [a  —  hf  =a—1ah  +  h^, 

{b  —  af  =  b~  —  2ab  -\-  d~,  dasselbe! 

(3  —  4a:  —  5a'')*  =  (5  x~  -f  4  a'  —  3  )'. 
üx-yr-  l\  iy  -xf  +  iy-xf 

=  7  (.T  -  yf^  —  1 1  (.T  —  yf  H-  (x  —  yf' 

=  -n^r-yr 


{ba—ibf 


24  r  Sb'  —  a  b  —  a  3 


{ha  —  Abf 


l{ha  —  Uy        {Ab  —  öat         Ab  —  ba        4 
Der  2.  Bruch   bleibt  unserm  Satze  zufolge  unverändert, 

wenn  für  denselben ^  gesetzt  wird.  Wollte  man 

(5a  — 4&)' 

jenen  Bruch   mit  —  1   erweitern,   so  erhielte  man  nicht 
2 n  ,2 

etwa  5-,   weil  dann  wohl  der  Zähler  mit  — 1 

{ba—\bf 

multipliciert,  der  Nenner  aber  unverändert  gelassen  wor- 
den wäre.     Um  ihn  mit  —  1  zu  erweitern,  könnte  man 

,  ,  a  —^b^         ,  a  — ^b^         ... 

daher  nur  5-  oder  5-  schreiben. 

—  {Ab—baf  —(ha—Abf 

Der  gegebene  Ausdruck  ist  mithin  in  folgenden  zu  ver- 
wandeln : 

r 


24&'  U^—a  a  —  b  3 


L  (5«  — 4//)'        {^ya  —  Abf         ba  —  Ab        4 


=  2Ab''  —  (Sb'  —  a)  —  iba  —  Ab)ia  —  b)—~-iba-^Abf 

4 

=  2Ab^  —  S }/  +  d-  —  (5  (T  —  9  «/>  +  4  /;') 

—  I  (25«'  -  A^ab  ^-  IG//) 

=  39«&  — -^=13«f3/.  — ^ 
4  V  4 

II.  Man  kann  die  Basis  einer  Potenz  mit  Ullgcrad- 
zahligem  Exponent  mit  — 1  multiplicieren,  wenn  man 
das  Vorzeichen  der  Potenz  in  das  entgegengesetzte  vcr- 
wandelt. 

Beweis.     -(- 0^  =  — (—a^)  =  — (_  «/  =  —  («. —  1)1 
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§.  62.     Potenzen  von  Polynomien. 


Beispiele. 

5  {9x—l-^f  —  12  (H  —  ^^y  +  9  (li  —  9xf 

=5(9.- |)V  12(9.-1) -9  (g.-fj 


=  8    9a; 


=  r(2x 


{Ix  —  AY 


9^ 

8 

llx  +  2 


2(90,'- 
=  T19(2x 


=  h(2x 


f)^ 


8  — 3a: 


L  (7a;— 4)*        (4  — 7a;r 


=  (7a;  — 4) 


1 1  a;  4-  2 


8  —  3a; 


L  (7a;  — 4)*        _(7x— 4)'  J 
der  2.  Bruch  mit  —  1  erweitert 

=(7.-4frü^±^-^£i^.-i 

L  (7a;  — 4)'        (7a;— 4)"  -I 
=  (7a;  —  4)(lla;  +  2)  —  3a;  +  8 
=  IIa;  (7  a;  — 3). 


9. 


9, 

1, 
9, 
1. 


Endigt  sich  die  1.  Potenz  einer  ganzen  Zahl 
auf    012     345678 
so  endigt  sich 

die  2.  Potenz  auf  014965694 
„3.  „  „  0  18  7  4  5  6  3  2 
„    4.       „         „016165616 

Die  5.,    9.,  13, (4w  +  1)»«  Pot.  endigt  sich  wie  die  1.  Pot., 

„     6.,  10.,  14.,  ....(4^  +  2)^'=     „  „         „        „     „  2.     „ 

„     7.,  11.,  15.,  ....(4;^  + 3p     „  „        „       „     „  3.     „ 

„     o.,  12.,  16.,  ....              4?i        „  „         „        „      „  4.     „ 

Die  Zahlen  jener  Tabelle  sind  leicht  gebildet,  denn 


3978' 


3978' 


8)^ 


3978  -3978= 4; 

3978'- 3978  =  ( 4)-(.. 

u.  s.  w. 
Anwendungen. 

Keine  Quadratzahl  kann  sich  auf  2,  3,  7,  8  endigen. 
Endigt  sich  eine  Kubikzahl  auf  3,  so  mufs  die  Kubikwurzel 
aus  derselben  sich  auf  7  endigen. 
3 

y  31 4432?     Weifs  man,  dafs  die  Wurzelbasis  eine  Kubikzahl 
ist,  so  mufs  die  gesuchte  Kubikwui'zel  =68  sein;  denn 


§.  63.     Division  eines  Polynom   durch  ein  Monom.  \W 

1)  endigt  sich  nur  ( Sf  auf  2, 

2)  ist  60^  =  216000,    70^^343000; 


folo-lich  6  Zehner  und  2  Einer. 


§.  63.     Division  eines  Polynom  durch  ein  Monom. 

1.     Jedes  Glied   des  Polynom   ist  durch  das  Monom  zu  divi- 
dieren (s.  §.  13,  12). 


Beispiele. 


10a  +6a&— 3öc  10a      ,      Qab  3ac 


+ 


Ibabc  Ibabc         \babc         \babc 

__2a_      _2 l_ 

~  3bc'^  ^c        hb' 

4a+5a — 6„c^,        .n.r-  -i  i        /^ 

-?     bteht   ein   Mmuszeichen   vor   dem   Quo- 


12  a 

tient,  so  denke  man  sich  —  (....);  daher: 

^  _  /  4a^  +  5a— 6  \ ^ _ /_«  _i_  ^ L^ 

~      \  12a  /~      V3  "^  12        2a/ 


1  5         a 

~~  Yä  ~  12"  ~  3~' 

4«        5^'\        ^    c     r,  ,4a         ^ 

~ --:— 2a?     Zuerst  +^r-:  — 2  a, 

ob/  o 

dann ^-  :  —  2a,  daher 

D 

4a       .50  5&         2 


3-2a    '    6-2a        12a        3 

(24 — -,— H ]'•—?. —  ?     ist    das    dividierende    Monom    ein 

\  3         2x/      8 

Bruch,  so  ist  stets  §.13,28,111,  l.Zus.  anzuwenden. 
9        X    ,    5^\      8  2  8       ,     20 


4        3        2x/    %ax       ax       IIa       (^x^ 

0  (l  (1(1 

oder  =b{ 1 

a 
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§.  63.     Division  eines  Polynom  durch  ein  Monom. 


2a  — b         4a4-7& 


a 


Zb 


bb 


Ibb 


~  db        3  ^  5^^        5 

a 
~~~Wb' 


2b 
Aa 


15 


15& 


7  «1 

'lb~~2b"^J^ 


(4a— Ibi) 


6t/  —  w 
L  3  (4ö— llw)  ~  T( 
6a  —  n 


a  —  2n      "I 
llw  — 4a)J 


=  (4a  — llw) 
6a  —  /z 


) 

2n  —  a 


n  —  a      1 
a  —  1 1  w)  J 


L3(4a— llw)        2(4 

2n  —  a       _.         w  ,    a 
^ =  2a  — —  —  w  +  ^ 


5  a 


4w 


^>        (2  a  — 3&)"_  «  4_  ^         4  a 
a  6a&  b        a 


\2ab+U 


_ö    I   ^ 2a    ■   « _ _3^ 


6a& 
3«;  ^         2a 


15a.r—  XQa^y  ^    _  (l5 aa;  — lOa^j/)*^« 


7w 


'oa  = 


In 
Zx  —  2ay 
In 


(s.§.13,  22,  l.Zus.) 


2. 


a  —  b  —  c-{-d  „       ,  ,  a 
=--1 ^     +«:-l  =  -y 


a; 


—  &  :  —  1  =  +  -7-  =  +  ^  u.  s.  w. 

Daher  =  —  a-^b-\-c  —  d. 

Die  Division  durch  —  1  verwandelt  also  die  Glieder  in 
die  entgegengesetzten  (ganz  wie  die  MultipJication  mit 
—  1.     Siehe  auch  §.  51,  5,  a,  Zus.). 

_  3.     [2  (a  +  ft)  +  3  c  —  4  (q  :  (a  +  ^)  ?    Man  denke  sich  hier  den 
Dividend  nur  zweigliederig,  daher 


2(aH-&) 


a  +  b      ' 
Anmerkung.     2 


3c  —  Ad  3c  —  Ad 


a-\-b 
,       3  c 


4d 


a-\-b        a-\-b 
tisches  Resultat  geben. 


a-\-b 
würde    ein    unprak- 


§.  63.     Division  eines  Polynom  durch  ein  Monom. 


'dja  —  b)        d 
.A{c-\-d)        3 


l]:(«- 


h) 


L4(c  +  rf) 


f+' 
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■.a  —  h) 


d 


+  1 


4(c  +  ^) 
3 


a  —  h 
</+3 


A{c  +  d)        3  (ö  —  h) 

[^a  —  U  +  Ac  —  {Aa  +  U){1a  —  h)-{-l{h  —  2af\:{1a—h) 
=  [2a  —  U-\-Ac  —  {\a-]-U){1a  —  h)+l{1a—hf\ 
:i'2a  —  b) 
2«  — 3&  +  4c 


2a  — b 
2a— 3&4-4C 


-(4a  +  3&)+7(2ö-&) 
-f-10(ö  — Ä). 


2a  — b 

4.     ( «^  +  3  ö)  («  —  b)  durch  a  dividiert  =  (a  -|-  3)  (a  —  ä) 

(s.§.  13,  18!). 

,..    6a  — 9Ä     ,      ,    o    V  -r    .        1.     6a  — 9& 
33 : durch  3  dividiert  =11 


oder  =33 


4 
2a— 3& 


{a^-\-ab)  {ah-{-2b^)  durch  ab  dividiert  =? 

Man  dividiere  den  1.  Faktor  durch  a,   den  2.  durch  b, 

(a^^ab)(ab-\-2b^)        a+ab     ab-\-2b' 

denn  ^ ,      —  = -, 

a-b  a  b 

=  {a  +  b){a  +  2b). 


(12  a-  15  6f 


(-^^-^'^y(s.§.57,17,IV) 


=  |(4a  — 5&r. 


9  2 

(30a^— 55a&)    _/30a^  — 55a&\  ^/ß^_ii^)2 


j=(6< 
14^ 


25  a'  V  5  a 

16'  — 14'       ^2      -2     ,          16' 
__ =8  -7  ;  denn  -^^ ^. 

9^2  ~~(3x        3a:]       \3  / 

Schnrig,  Lehrbuch  der  Arithmetik.     II.  Teil. 


114     §•  64.    Versch.  Anwendungen  der  Division  e.  Polyn.  durch  e.  Monom. 
(l4a'^-12«'/  {Ua'-na't         \Ua'-\2a' 


Sa'  {2a'y  l         2«' 


§.  64.     Verschiedene  Anwendungen  der  Division  eines  Polynom 
durch  ein  Monom. 

1.     I.     Änderungen  des  Produktes  nach  dem  Satze 

A-B  =  An'~  (s.  §.  13,  11,  Zus.). 

n 

Beispiele.     75 -TG?     Der  I.Faktor  mit  4  multipliciert, 

„     2.       „        durch  4  dividiert, 

=  300 -19  =  5700. 

3a: 

-^(12a:  —  4)?     Der  I.Faktor  mit  4  multipl., 

„     2.       „        durch  4  divid., 
=  ^  (3a:-2).    . 

35af-|  — 1^^?     Mit  10  verändert  =-^ (5 ö— 12). 

(2  — -^^(21. T  — 28)?    Mit7verändert  =  (l4  — 3a:)(3a:  — 4). 

-1  ( 1-^ —  1  ?    Damit  in  den  mehrteiligen  Aus- 


27a:  ( ,  ,    .    hx 


20    \^^+    6 

drücken  die  Brüche  verschwinden,  ist  der  2.  Faktor  mit 
18,  der  3.  mit  12  zu  multiphcieren,  daher  der  1.  Faktor 
durch  18-12  zu  dividieren: 

=  t|o-  (20  +  15  a:)  (14  —  21  a:).    Der  2.  Faktor  noch  durch 

5,  der  3.  durch  7  dividiert  und  dafür  der  1.  mit 
5  «7  multiphciert  (oder,  was  dasselbe  ist,  5  und 
7  ausgehoben): 

==-^(4  + 3a:)  (2 -3a:). 

II.    Dasselbe  mit  — 1. 

(a  —  b){c  —  rf) ?    Der  1.  Faktor  mit  —  1  multipl.,  der  2.  durch 
—  1  dividiert  (s.  §.  63,  2)  ={b  —  a)  {d—c). 

Ein  Produkt  bleibt  also  unverändert,  wenn  man  die  sämt- 
lichen Glieder  zweier  Faktoren  in  die  entgegengesetzten 
verwandelt. 
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{l  —  ba  —  la){2  —  3b  —  Ab^) 

=  {la  4-  5  «  —  l)  (4  //  +  3  &  —  2). 
(—«  —  &)  {—a  —  2b)  =  {a-\-h)  {a  +  2b). 

{a  —  hf  =  {a-b)ia-b)  =  {b  —  «)(&  —  «)  =  (/;  —  af. 
(Vergl.  §.  62,  8,  I). 

III.  Man  kann  einen  der  Faktoren  eines  Produkts  mit  — 1 
multiplicieren,  wenn  man  das  Vorzeichen  des  Produkts  ändert. 
Man  beseitigt  mittelst  dieses  Satzes  einen  negativen  Faktor. 

Beweis.     a  —  bic-hd){—e—f)?    Der  I.Faktor  —b  mit 
—  1  multipl, ,  der  3.  durch  —  1  dividiert 

=  a  +  bic-{-d)(e-{-n- 
a  —  ib  +  c)ia  —  b  —  2c)?   Gedacht:  a  —  l-ib  +  c){a—b—2c) 
und  nun  den  1.  Faktor  —  1  mit  —  1  multipl.,  den 
3.  durch  —  1  dividiert 
=  a4-l-(&  +  c)  (&4-2c  — ö)=  a  +  (&  +  c)  {b^2c—a). 
Beispiele.     3  (—«  —  ?>)  =  — 3  («  + &). 
(2  — 3a;)(3a:  — 2)  =  — (3a:  — 2)(3a:-2)  =  — (3a:  — 2f. 
(a  — 2&  +  3c)  (5«4-4&  — c)  +  2(2&  — a  — 3c)(«  — &  +  4c) 

=  {a  —  2b-\-dc)  (5a  +  4&  — c) 

—  2(a  — 2/)  +  3c)  («  — &  +  4c) 
=  («  — 2Ä  +  3c)  [5aH-4i  — c  — 2(«  — &+4c)] 
=  (a  — 2Ä-f-3c)  (-3a  +  6i  — 9c) 
=  3(a  — 2Ä  +  3c)(— a  +  2&  — 3c) 
=  — 3(«  — 2Ä  +  3c)  (a  — 2ft  +  3c)  =  — 3(a  — 2^'  +  3c)l 

IV.  Soll  in  15  a:  —  Ix^  der  Faktor  ox  ausgehoben  werden, 
so  könnte  man  entweder  1 -(iSa:  —  7a:^)  setzen  und  nach  1  den 
1.  Faktor  mit  bx  multipl.,    den  2.  Faktor  (das  Binom)  durch  5a; 

dividieren  =5a;(3 ^J,  oder  §.  13,  12,  Anmerk.  anwenden 

15a:  —  Ix 


bx =  5  a: 

5a: 


4(«-*)  =  4a(l-^). 

f  +  2  =  l-[-|+2]=-'-[3(-|+2)]  =  l(,.  +  «). 

8* 
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d{a  —  hy?      Der  1.  Faktor  mit  a     multipl.,    der   2.  Faktor 
durch    a  ,   d.  h.  die  Basis   des  Quadrats  durch  a  divi- 


diert (s.  §.  63, 5)  =  3  ö'  ( 1  —  -^) 


2 


V.  Jetzt  läfst  sich  auch  das  Trinom  ax  -f-Äa:-f-c,  in 
welchem  a  weder  +1  noch  — 1  sein  soll,  in  2  binome  Fak- 
toren zerlegen.     (Vergl.  §,  60,  2). 

2 

Setzt   man  x=  -^ ,  so  ist  x  =  —^  und  es  geht  damit 
«  a 

ax  -{-bx-\-  c   über  in 

2  2 

a-~-\-b'^-\-c=  ^^H -  +  c 

^  a  a  a 


a 


4-(/  +  %  +  «^) (Y) 


Die  Parenthese  kann  nun  nach  §.  60,  2  in  das  Produkt  aus 
2  binoraen  Faktoren  verwandelt  werden,  wenn  man  2  Zahlen  m 
und  w  von  der  Beschaffenheit  sucht,  dafswi-w  =  «c,  7n-\-n  =  h  ist. 
Es  geht  alsdann  Y  über  in: 

—  iy  +  m)  {y-\-n). 

Weil  aber  x  =  ^^  und   folglich  y  =  ax  (s.  §.  13,5),    so  wird 
aus  dem  vorstehenden  Ausdrucke  die  verlangte  Form: 
—  {ax  -\-  m)  («^4-  n). 

Das  ganze  Verfahren,  ax  -\-hx-\-c  in  2  binome  Faktoren 
zu  zerlegen,  lälst  sich  jetzt  auf  Grund  der  vorstehenden  Ableitung 
in  Kürze  in  folgender  Weise  aussprechen: 

Man  suche  2  Zahlen  m  und  «  so,  dafs  m'n  =  ac  und 
m-\-n  =  b  ist.     Alsdann  ist 

ax  -\- bx -{-c  =  - —  {ax  +  ^»)  (ö«^'  +  >0- 

I.Beispiel.  10a:^  +  29a:  —  21?  Hier  ist  «=10,  b  =  29, 
c  =  —  2 1 .  Folglich  wird  ?n7i  =  «c  =  1 0  (—  2 1 )  =  —  2 1 0  und  w  +  n 
=  /'  =  29.     Offenbar  kann  nur;n  =  35  und  n  =  —  6  sein,  denn 

35(— 6)  =  — 210  und  35 -+- (— 6)  =  29. 
Daher  ist  der  gesuchte  Ausdruck: 
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1 


{fix  -f-  m)  (ax  +  n) 


10 


(10.r-}-35)  (lO.r  — 6) 


lO.T  +  35       10a;  — 6 


=  (2a:  +  7)(5.r-3). 


5  2 

2.  Beispiel.     19x  —  44.r'^  +  45? 

Geordnet :  —  44a;"  +  79a;  ~|-  45  =  —  (44a;^  —  79a;  —  45)  (siehe 
§.  60,  2,  2.  Beisp.).  Zunächst  ist  also  44a;'' — 79.«; — 45  allein  zu 
verwandeln. 

Mit  0  =  44,  J  =  — 79,  c  =  — 45, 

mn  =  ac=U  (—  45)  =  —  19S0,  m  +  «  =  &  =  —  79 
ergiebt  sich  m  ^20,  ?i  =  —  99 ; 

denn  20  •  (—  99)  =  —  19S0,  20  +  (—  99)  =  —  79. 

Folglich  ist 

2  1 

44a;  —  79a;  —  45  =  —  (ax  +  ?n)  {ax  +  n) 


=  4t  (44.-»;  +  20)  (44 x  —  99) 
44 


44x-f-20     44.1;  — 99 


4  11 

=  (lla;  +  5)(4a;  — 9). 
Der  gegebene  Ausdruck  daher: 

=  — (lla:+5)  (4.r— 9)  oder 
=  (lla;  +  5)  (9  — 4a;).  -       • 

2.     Änderungen  des  Quotient. 

I.  Man  kann  entweder  den  Zähler  oder  den  Nenner  des 
Quotient  mit  —  1  multiplicieren,  wenn  man  das  Vorzeichen  des 
Quotient  ändert. 

«.  — 1 


Beweis. 

Beispiele. 
1 


a  — a 


h  —h  h'—\ 

a-\-b     a-\-b 

-c  —  (1  c-\-(V 

1  1 


x  —  y 


1 


a;+l 
1 


1  + 


a;  +  7/         y  —  x 

5 
x+\' 

1 


{a-h){c  —  cr) 


oder 


{a  —  h){,d—c)  tes  Beisp.) 
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5 

1  +  ^^ TT-, -. — 7?     Da  2  —  Sab  —  A cd  im  allo^emeinen  eher 

2  —  3  ab—  4:  cd  *= 

negativ  als  positiv  sein  wird,  so  hat  man  offenbar 

5 


dab-\-icd  —  2 
L  a  —  b  b  —  a  J 


zu  setzen. 


Der  2.  Bruch  könnte  zwar  mit  —  1  erweitert  werden, 
um  den  Nenner  in  «  —  ^  zu  verwandeln,  da  es  sich  aber 
leichter  mit  einem  +  vor  dem  Bruche  rechnen  läfst, 
so  setzt  man: 


{a  —  b) 


a-\-'2b    ,    3a  — Ab 


\ : 1 4 


] 


-  a  —  b  a  —  b 

=  «  +  2Ä  +  3a  — 4i  — 4(a— Ä)  =  2Ä. 

^  (s.§.  62,8,11)  =  +        ^ 


(a—bf  —{b—af      •    •      '    '  {b—af 

Jedoch ^  = ^—^  s.  §.  62,  8,  I. 

{a  —  bf  (b  —  af 

Der  Quotient  —  kann  jetzt   hinsichtlich    der  Zeichen   in 

dreierlei  Weise  umgeändert  werden: 
a —  h 


1) 
2) 


d  —  c 
b  —  a 
c  —  d 


nach  vorstehendem  Satze; 


3)   +4 ^,  tl-  h-  durch  Erweitern  mit  —  1  (s.  §.  59, 1,  VI), 

d  —  c 

wobei  das  Vorzeichen  unverändert  bleibt. 

Zusatz.  Aus  vorstehendem  Satze  und  aus  §.  58,  3;  §.59, 
1,  VI;  §.  63,  2;  §.  64,  1,  II  u.  III  läfst  sich  nun  hinsichtlich  der 
Zeichenänderungen  (in  bezug  auf  multiplicierende  und  dividierende 
Zahlen  und  das  Vorzeichen)  folgende  ganz  allgemeine  Regel  ab- 
leiten : 

A.  Ein  Ausdruck  bleibt  unverändert,  wenn  man  in  demselben 
2,  4,  6,  .  .  .  .,  allgemein:  eine  gerade  Anzahl  Zeichen- 
änderungen vornimmt. 

r>     .        .     ,  'i-{-X  3-\-X 

Beispiele,    -j-. r^K     ^^— 1=7 rv? ^  ~  1- 

^  (4 — x){b~x)  {x — A){x  —  5) 

7 4  —  «  _„  a  —  A 

(5— ft)(6  — c)       '"^  (6— 5)  (c  — 6)" 
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B.  Macht  man  1,  3,  5,  ...  ,,  allgemein:  eine  ungerade  An- 
zahl Zeichenänderungen,  so  wird  der  Ausdruck  in  den  ent- 
gegengesetzten verwandelt.     Ist  daher 

a—h                                              h—a  .   _ 

o,  so  muls r— TT r==  +  o 


{c—d){e-f)  '    "  i^cl-c){f-e) 

sein. 

(1  —a)  (2  —  a){a  +  h)  {b  —  a) 
ist  dem  Ausdrucke 

(a—  i) ia  —  2) ia-{- b)  (a  —  b)  =  ia—  \) {a  —  '2){a  —  b") 
entgegengesetzt. 

Anmerkung.  Die  Regeln  hinsichtlich  der  Zeichenänderungen 
wendet  man  an,  um  einen  gegebenen  Ausdruck  durch  Beseitigung 
negativer  Faktoren  und  Parenthesen,  negativer  Zähler  und  Nenner 
eine  brauchbarere  Form,  oder  mit  Rücksicht  auf  eine  Vereinfachung 
eine  bestimmte  Gestalt  zu  geben. 

II.     Kürzen  der  Polynomien  enthaltenden  Brüche. 

Dem   Bruche   kann   durch  Kürzen   eine   brauchbarere,    über- 

6a  _[_  9 

sichtlichere  Form  gegeben    werden.  Wollte  man  jedoch  -r^ r^ 

°  "^  -^  loa  —  40 

durch  3  kürzen,  so  erhielte  man: 

(6a  +  9):3    ^  2a  +  3 

(15a  — 4):3   ""  ,  4   ' 

5a-- 

eine  Form,  die  des  Doppelbruches  wegen  höchst  unpraktisch  wäre. 
Folglich  wird  man  Polynomien  enthaltende  Brüche  nur  dann  kür- 
zen, wenn  alle  Glieder  des  Zählers  und  Nenners  einen  gemein- 
samen Faktor  enthalten,  durch  den  das  Kürzen  zu  bewerkstel- 
ligen ist. 

Beispiele. 

In   -TTT T—TTTR — 1-  ist  20  a  der  gemeinsame  Faktor  aller  Glie- 

80a?/ +  100a*  ° 

(60a^>  — 40a')  :20a   ^  3*  — 2a 
der.     Daher    (gQ^^  _^  ioOa*):20a  ~"  4.y +  50  ' 


7a:^— 14a:*  {l  x"  ~\Ax^):l 


28a;^  -f-  56a:^         (28a;'  +  56  x") :  7  x' 

1— 2a:  1— 2a; 


4  +  8a;^         4(1+ 2a;') 


i^^"^    ^Jl    durch   15  gekürzt  =-^j--li.    (s.  §•  13,  18!). 
90  (a  +  i)  ^  6  (a  H-  b) 
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12(18  — 24a:)     ,       ,     .       ...    ^         12  (3 -4a:) 


5a;  —  7a: 


5a;  —  7a: 


5  —  7a: 


(3a:-l-2x'f        a:'(3  +  2a:)'        (3+2a:)' 


20.|^-.6 


7-24 


durch   8    gekürzt 


20.--2 


7-3 


20-5  — 2-21 


58 


acx  —  bc 


7.3-21  441* 

ciax  —  b)  c{ax  —  b) 


ab  —  ax        a{b  —  ax)  a{ax  —  b)  a' 

10a'  — 5&  5(2a'  — &)  h{la^-b)    .    <-  .^  o  ttiV 

s ir  =  — /^ 1\"==  — " — 7 — 3 ^  (s.S.  DU,  3,111) 

6ö'  — 24a'        6(&'  — 4«')  6(4a'  — &') 

^5(2^^  — J) 5^ 

""   6(2a^  +  *)(2a'  — ft)  ~       6(2«'^  +  *)' 


r      2     2 

a  X 


4// 


{axArlyi 


iaxf-i2tjf 


:(aa:  +  2y) 
(ax-i-2yf 


{a]—x)iax+2y)        3(aa;+2y) 
(^ax-\-2y)  {ax  —  2y)        ax-\-2y 


(a  —  x){ax-\-2y) 
ax  —  2y        ax-\-2y 


3 


a  —  X  3 

10a'—  6aZ>  +  45ac— 27?^c  _  2a(5a  — 36) +  9c(5a  — 3») 
9a*  — 20ac+12*c  ~  3a(5a— 3&)  — 4c(5a  — 36) 

2a  +  9c 


15  a 


(sogleich  durch  5  a  —  'db  gekürzt) 


3a  —  4c' 


18a'4-27a&  — 14a</  — 216</ 
28a'c?  — 36a'— 636'fi?+81a6' 

_  9a(2a  +  36)  — 7^(2a  +  3*) 
~~  4a'(7  6?-  9a)  — 9 6' (7 (/—9a) 

^   (9a  — 7<?)(2a+36) 

~  (4a'  — 96') (7 r/  — 9a)  ~ 

1_ \_ 

~       2a  — 3ö~3*  — 2a* 


2aH-36 


(2a4-36)(2a  — 36) 
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(s.  §.  60,  2) 


a  -{-10 ab +  21  b^        (a+3^)(ö  +  7&) 
_  a  —  4b 
~  Ö  +  3&* 

\Ox-x-n                 \0x'-x-1\ 
5"  = 5 (s.  §.  bO,  3,  111 1 

28 — 57  a;  —  55  af  55a;"  +  57cr  —  28 


^■^■^-^''^•^  +  'i,(s.5.64,l,V) 


(IIa;  — 4)  (5  a; +7) 
2a;— 3  3  — 2a; 


IIa; — 4        IIa;  —  4* 
50  — 32a:'  _  2(25— 16  a;")  _  2  (5  — 4a;)  (5  +  4a;) 
(4a;  — 5)^   ~       (4a;  — 5)^      "  (4a;  — 5)^ 

^  _  2(4a;  — 5)(4a;  +  5)  _  _  2(4.f  +  5) 
(4  a;— 5/  ~        (4.r  — 5)' 

/  ,         lab        2b  ,\ 
denn  —^=^~l    . 

\  a  a      j 

1.  Zusatz.  Oft  läfst  sich  ein  Quotient  leichter  berechnen, 
wenn  man  ihn  zuvor  durch  Kürzen  in  einen  Doppelbruch  ver- 
wandelt. 


Beispiel. 

la —  6  —  (7ö —  6) 


(durch  1  a  —  6  gekürzt) 


11(7«  — 6r'  +  24  (7a  — 6)  +  14 

_  1— (7a  — 6)  _  7  — 7a 

14  14 

ll(7a  — 6)+24+  ^    \,         77a  — 42   ' 


(durch  7  gekürzt) 


7a — 6  7a — 6 

1  —  a 


IIa  — 64- 


7a— 6 

Diesen    Bruch    erweitert    man    nun    nicht    mit    7«  —  6, 
sondern  berechnet,  wenn  für  «  ein  specieller  Wert  ge- 

2 

geben  ist,  den  Bruch ~    u.  s.  w. 

„  x-\rb        ,,      .,  -u      •      '^^^^        ^ 

Z.Zusatz.      geht  mit  x=-oo  über  m  =- — ■ 

X  —  c  oo  —  c        oo 

(s.  §.  18,2  und  §.18,  9,1).     Denselben  Wert  würde  man  für 

aa;  ,    a-\-bx-\-cx 

und 


*H-^  d-\-ex-\-fx 
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2  7,2  3,3 

a  — b  ,   a  — 0 

erhalten ,   wenn  man  x=^oo   setzte.     r-  und  — ^ ^  wur- 

'  a  —  b  a  —b 

2 2  3 3  f. 

den  für  b  =  a  übergehen  in und  — ^ k-,    also  in  — . 

Diese  unbestimmten  Werte und  —  (s.§.  18,9— 12)  sind 

offenbar  unbrauchbar  und  es  würde  sich  daher  fragen,  in  welcher 
Weise  die  durch  dieselben  ausgedrückten  endlichen  Zahlen  sich 
bestimmen  lassen. 

Es  geschieht  dies  in  folgender  Weise: 

x-\-b  ^ 

I.      ^—^ —   durch   X  gekürzt  = .      Setzt   man   jetzt 

x  —  c  ,        c 

1 

X 

1  +0 
x=oo,  so  entsteht      _       (s.  §.  18,  4)  =1. 

II.     -r— ; durch   x  gekürzt  =— ; .       Dieser    Quotient 

b-{-x  ^  b 

r  1 


wird  für  x=^oo:      ,.   \    , 


X 

a 


2 


a.b. 
+  —  +  C 


_,-       a-\rbx-\rcx       ,      ,2      ,  ..     ,  x         ^ 

III. ^  durch  x    gekürzt  =  -— . 

d-\-  ex-]rfx  _r__i_A_)_/- 

X  ^ 

c  ,.  1      O  +  O  +  c        c 

öetzt  man  hier  x  =  oo,  so  entsteht        .  —  -^. 

ü-f-  0+/         / 

IV.    iL=l|l=(fLh*)4_-Z«    (3.5.61,2)   =«  +  *■      Jet^t 
a  —  0  a  —  b 


b  =  a  gesetzt,  giebt  a-{-a=^2a. 
a-b^         {a-\-ab-\-b^){a  —  b) 


a'-b'  {a-^b){a-b) 


(s.§.  61,3) 


a^-{-ab-{-b^        ,   ,.      ,  ,  , 

und  hier  b  =  a  gesetzt: 


a-\-b 
-ü'ü 
a-\-a  '2  a 


a  -{-a-  a-\-  d         3  a         3  « 


§.  65.     Vereinigung  von  Quotienten.  123 

Soll  allj^emein:  — —  für  b  =  a  bestimmt  werden,  so  würde 

a  — h 

man  sich  diesen  Quotient  denken  als: 


n  —  \     1        n  — 2,      1         «  —  3  7,2     i 

..+&"-' 

r  —  l    ,        r—2        1        r  — 3    2     i  ,        r  — 1 

n  —  1  n  —  r 

na  na 


ra  I 

Z.  i>.  geht  — 1 -p-  lur  b  =  a  über  m 


^,_^,  4  2 

Der  AYert  —  würde   mithin  immer  durch  Zerlegen  des  Zäh- 
lers und  Nenners  in  Faktoren  bestimmt  werden  können.     So  geht 

„     6a;^  — IIa;  — 10    „..  „,    ... 

z.  B.  5 lur  X  =  24-  über  m 

n       20    J)^  ^ 

4  2  37,5-27,5  —  10         0 


«25       _     5    ,   „,  50-85  +  35  0 

8-^^ 34-y  +  3o 

Um  für  diesen  Fall  den  "Wert  des  gegebenen  Quotient  zu  be- 
stimmen, denke  man  sich  nach  §.  64,  1,V: 

(2.T  — 5)  (3a;  +  2)  ^  3a:  +  2 
(2a:  — 5)  (4a:  — 7)  ~  4a:— 7 
71  ,1-2 
und  dies  geht  für  x  =  2^  über  in  -  ^ =3^. 


§.  65.     Vereinigung  von  Quotienten. 

(Addieren  und  Subtrahieren  von  Brüchen.  —  Unter  gleichen  Nenner  bringen.  — 

Reduktionen?) 

1.     Gleichnamige  Brüche. 

TT    1    u  <  ßQ      *         ^  _j_  ^         a  —  b-\-c 

Umkehrunor  von  v?- bo  : r^~  = • 

'^  m        m        m  m 
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Eine  Summe  von  mehreren  Brüchen  mit  gleichen  Nennern 
kann  man  also  in  einen  Bruch  verwandeln,  wenn  man  aus  allen 
Brüchen  den  gemeinsamen  Nenner  entfernt  und  den  zurück- 
bleibenden Ausdruck  wieder  durch  denselben  dividiert.  (Vergl. 
§.  59,  2.) 

Beispiele. 

3a        4a^        8a        ^a         3a  —  Aa  —  8a  —  6a 


hh         bb         bb         bb  56 

—  5a  — 10a         — a  —  la      .     „   „.    ,,, 
= 5^ = ^—(s.§.  64,11) 

_       a-\-1a    __       a(2a+l) 
""~        b        ~  b         ' 

Za  —  Ab        IIa  — 9b         ßa  —  Tb^^^ 


la  —  Qb  la  —  Qb         la  —  Qb 

Um  hinsichtlich  der  Zeichen  keine  Fehler  zu  machen,  denke 
man  sich: 

^a  —  Ab         (IIa  — 96)         (6a— 76) 


la  —  U  la  —  Qb  la—Qb 

3a  — 46  — (IIa  — 96)  — (6a  — 7  6) 

7  a  — 66 
126  — 14a_       14a  — 126 
7a  — 66    "~        la—Qb 
2(7a  — 66) 


daher : 


(s.  §.  60,  3,111) 


7a  — 66 


2. 


2a         5i>  +  4a       2(p  — 3a) 


Inp  Inj)  Inp 

Geht  dem  1.  Bruche  ein  Minuszeichen  voraus,  so  denke  man 
sich  nach  demselben  eine  Parenthese: 

2a     ,    5j9  +  4a        2(p  — 3a)1 


.Inp  7  np  7  np 

2aH-5i?  +  4a  +  27;  — 6a   _        Ip  _       \ 


Inp  7  np 

5  3a;+ll      ,  24        _ 


(2.r— 9)'        (2.^-9)'        (2a;  — 9)'* 
Hier  setzt  man   den  mit  dem  Pluszeichen  versehenen  Bruch 
voran : 

_  24  — (.r  — 5)  — (3a; +11)  ^    18  — 4a; 
~~  (2  a; -9)'  ~  (2  a;  — 9)-' 
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Nenner  \h  ax  {x^ — 4)  verwandelt  werden,  so  wäre  der  Bruch  mit 

\hax{x  — 4) 15  ax^  {x-\-1)  [x  —  2) . 

bx{x  +  2)  5a:(x  +  2)  -^(^^^^-l) 

zu  erweitern  und  man  erhielte: 

2(a:— l)-3aa:(a:  — 2)    _  ^ax{x^ —  ^x-^j) 

hx{x  +  1)-^ax{x  —  1)  ~~      \hax^{x^-A)     ' 

a        ^  _i_  1 ®^        bc       bd ad  —  bc  —  bd 

T~T~*~    ~  Jd  ~  Jd '^  Jd  ~  bd 

(a  —  b)  d  —  bc 

~"  Jd  ' 

a-\ würde  man  nur  in  besonderer  Absicht  in 

a 

ab  a  -\-b 

a         a  a 

0  678 
verwandeln;  da  z.  B.  0,9876 -f-    ^  '    ^„    weit  bequemer  be- 

0,98/6 

,     0,9876-0,9876  +  0,678 
rechnet  ist,   als  


0,9876 
11     .     4  1  3  4  11  1  3 


•? 


20a  ^  15        12a        16        15        20a        12a        16  ' 

16'3'5'a  =  240a  der  Generalnenner ,  daher : 
_   64a  132  20  4^a 

~  240  a        240  a        240  a        240  a 

64a— 132  — 20  — 45a         19a— 152         19(a  — 8) 


240  a 

240a                 240a 

2 

5              11 

5           1    , 

21 

84 ö'         14a&     '    6a 

24  b        4a' 

Generalnenner  =  8  •  3  • 

7.«.&2^168a^>^  daher: 

16a&^             10a 

12b             28  &'            35a& 

\%^ab^         168  a&^ 

168  «&'         168  a&'         168  a^>^ 

42  ö' 

168  ar 
16a&^— 10  a  — 12&  +  28&^— 35a&  — 42Z»^ 

168a&^ 
16a&^  — 35a^>  —  10a— 12?>  —  Hb^ 
168  a*^ 
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5(2a+76) 


12  6 

3 


.         \4x-\-y         7  Ux  +  y  r  ßn   q   n 

7(2a:  — 3«/)  14a;  +  ?/ 


2  (2a;— 3?/)        2  (2a;  — 3?/) 

lAx  —  2ly—Ux  —  y  _      — 22y 

2  (2a:— 3?/)  ~2(2a;— 3«/) 

—  ll?y  11  y 


2a;  — 3?/         3y  — 2a;* 

/  a  —  bx  y     f  b  —  ax  V /  bx  —  a  V     (  b  —  ax  \ 

\    \—x  )  ~\    x—lJ  ~\^c^\    J  ~\   x—l    ) 

{hx  —  af  —  {b  —  ax) 

~  {x—\f 

[bx  —  a-\-b  —  ax]  [hx  —  a  —  {b  —  ax)] 

_  \{b  —  a)x  +  b  —  a]  [{h-\-a)x  —  {b-\-a)] 

^    {b  — a)  jx -{-!)' ib-{-a)  ix—\) 

(x-lf 
_{b'-a')(x-{-l) 
x—l 

bx 7  a;  —  2  y ^ 

lOx-\-lbxy        6y*—Ux^—nxy' 


Zunächst  ist  immer  zu  untersuchen,   ob  die  gegebenen 
Brüche   gekürzt   werden   können.     Hier   läfst   sich  der 
1.  Bruch  durch    bx   kürzen.     Den   2.  ordnet  man  vor- 
läufig nach  absteigenden  Potenzen  von  x. 
1  lx  —  2y 


2a;  +  3y         14a;^+ 17a;i/ —  6/ 
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Jetzt  ist  der  2.  Nenner  nach  §.  64,  1,  V  zu  zerlegen. 
1  lx  —  2y 


2x-\-dy        {lx-2tj){2x-^dy) 

1  1         

^  2x-\-^tj  ~~  2x-\-3^^^' 

ba-^Ab^  «  +  4&  ba-\-ib^  a-\-Ab 


3(a  +  2/yf         öa  +  12&         3(a  +  2&f         6(a  +  2i) 
_   2(5«'  +  4^>')  ia-\-mia  +  ^b) 

-     6(a  +  2&f  6(«  +  2&)(a  +  2&) 

_   2  (5a'  +  4^>')-(a  +  4&)(«4-;2&) 

~~  6(a  +  2&f 

_  Qa—^ab_   da—2ab   ^  a(3a  —  2b) 

~6ia+2bf  ~~  2(a  +  2^>f  ~  2(a  +  2&f 

5  — 6n  _    7  4- 3m   _  3(4?z— 5)  _  1  —  2n         1 
3n  — 4        6^+12"  8  — 6w  4w  +  8  "^  12 

_  5  — 6n  7  +  3?z  12>i— 15 

~  3w  — 4         6(?i  +  2)        2(4  — 3m) 
1— 2m  1 


4(w  +  2)    '    12 
5  — 6n  _    7  + 3m     ,     12m— 15 
3m  — 4       "6(m  +  2)  "^  2(3m  — 4) 
1  —2m  1 


4(m  +  2)    '    12 

Man  addiere  stets  zunächst  die  Brüche  für  sich, 
welche  einen  kleinern  Generalnenner  geben.  Hier 
ist  also  der  1.  und  3.  Bruch,  desgleichen  der  2.  und 
4.  Bruch  zu  addieren: 

5  — 6m    .     12m  — 15-1      f  7+3m     ,      1  —  2m  1 


r  5  — 6m         12m  — 15  1      r  7-f 

L3m  — 4  "^  2(3m  — 4)J       L6(m  +  2)    '    4(m4-2) 

^  12 

10  — 12m  +  12m  — 15  2(7  +  3m)  +  3(1— 2m) 


2  (3m  — 4)  12(m  +  2) 


^  12 


17 


12        2  (3m  — 4)        12(m4-2) 
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(3?^  — 4)  (n+2) 
2(3w— 4)(?^4-2)        12  (3 n 
17(3n  — 4) 


6  (n  +  2)  •  5 


4)(«  +  2) 


12(3w  — 4)(w  +  2)' 

Dem  Anfänger  ist  es  nicht  anzuraten,  statt  des  vor- 
stehenden Ausdrucks  sogleich  den  nachfolgenden  (die 
Brüche  schon  vereinigenden)  zu  schreiben,  da  er  sich 
besser  überzeugen  kann,  ob  er  richtig  gerechnet  hat. 
Durch  Kürzen  der  vorstehenden  Brüche  müssen  sich 
nämlich  die  Brüche  des  vorletzten  Ausdrucks  wieder 
ergeben.     Es  folgt  nun: 

3  n^  +  2«  —  8  —  30  (n  +  2)  —  1 7  (3«  —  4) 


12(3w  — 4)  («  +  2) 
3w^— 79w 


n(3w  — 79) 


12(3« 
nx-{-\S 


4)(w-f2)        12  (3  n 

tix-\- IS 


■4)(>?  +  2) 


+  2|-5H  = 


4a:— 12     '   "^      ^^'^        4(3  —  0:) 
wo:+18  — 6(3— x)         (w-|-6)x 


5x"  —  ß 


(2a:  — 6)' 


bx' 


A{d  —  x) 

a;^  +  18 
(9  — 3  a:)' 
—  6 


4(3 

b-hx 


■x) 
1 


12  — 4a: 


a:'4-l! 


4(a:-3)' 
5a:  —  6 


9(3— a:)' 
a:'+18 


+ 


36 

5  +  a: 


4(3-a:) 
b-\-x 
4(a:  — 3)'         9(a:  — 3)'         4(x— 3) 


36 

1 
36 


__  9(5a:^— 6)— 4(a:'  +  18)— 9(a:— 3)(5  +  a:)  — (a:-3)' 


31a:  —12a: 


36  (x  —  sy 

a:(31a:—  12) 


36  (x  -  3)' 


36  ix  —  3)' 


1 


12  (a;- 


?      Den    semeinsamen   Faktor 


1)        24(x+l)    '    24 

aller  Nenner  kann  man  vorher  ausheben; 


1 


1 


12    La:— 1 


2(a:+l)    ^  2J 
5(x— 1) 


r        ^(a-t-l) 
L2(a,-  +  l)(a:-l) 


1 

12 
(:c+l)(a: 


1) 


2(a:  +  l)(a;  — 1)    '    2(a:  +  l)  (a:— 1) 


] 
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1      2^-f-2  — 5a;-}-5+/  — 1         x—dx-^Q 


12                    2{x'-\)                        U{x'-l)   ■ 
a  —  d  —  (a  —  </)  —  =  («  —  d)(l  —  ^)^^(^  —  ^) 3 — 


r«      ^\    «  — <^  (a  —  d) 

3 a  +  2& 

.«— 1    ' 


2(a  — ft)"~'        3  («  —  &)" 

^  3  •  3  (a  —  ^>)  2(a  +  2^)) 

2(ö.-&)"-'.3(a— &)        2-3  («  —  *)" 
_  9a  — 9&  +  2a  +  46_  l\a  —  bb 
"~  6(«-^^)"  ~  6(a  — &)"  * 

? +  _J_  +  _J i_ 


ö^+a^  +  a+l 


3(«  +  l) a'  +  l 

(ö'  — a'+ «—!)(« +  1)        («'  — l)(a'  +  l) 

3(a'  — l)        4(a'+a'  +  a+l) 


(a^  +  l)(a^  — l)       (a— l)(a^+«^4-ö  +  l) 
3(«—  1) 


(«^  +  a^  +  a  +  l)(ö— 1) 
3«  +  3    ,    a^  +  1    ,    3a^— 3        4«^  + 4a^4-4a  +  4 


a'-i     '    a'-l    '     «^-1 

4 

a  — 

-1 

3a— 3 

a^-1 

—  4a^  — 4a         — 4a(a*  +  l) 

—  4a 

4a 

a*_l             («'-'+, )(«2_i) 

a'-\ 

1-a^' 

7                  .                1 

104-27a  — 28a'        4a^— 17a  +  15 
7  1 

""  (5 -4a)  (7a +  2)   "^  (4a  -  5)(a  — 3)  ^^^  ^"  ^'*'  ^'^^ 
1  7 


(4a  — 5)  («—3)        (4a -5)  (7a +  2) 

7a  +  2  — 7(a  — 3) 23 

(4a— 5) (a— 3) (7a +  2)  ~  (4a  — 5)(a— 3)(7a+5) 
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'  + l 

+ '- ? 

l  -f-a      ^  -\-a     ^ 
Der  1.  Bruch  mit  a"\  der  2.  mit  a\  der  3.  mit  a^    er- 
weitert,  wobei  z.B.  a"""™' «'"=«"  ~ '"  =  «".    Daher 

m  n  V 

a  I  ^  u- 

m    ,       n     ,       p      I  w     I        w»     I       p      '  p    I        m     1        n 

«    +a  +a  a  -\-a    -{-a'^        a  -\-a    -\-a 

m    ,       n    ,       p 

a    -{-a  H-a 


m    ,       n    \       p 


1. 


'      ■         '        +        ' 


^  (&  +  3c)(*  +  4c) 
Vereinigt  man  nur  die  2  ersten  Brüche,  so  erhält  man; 

^?  +  2c  +  »  1 

6(^*4-c)(Z>+2c)  "•"  (6-}-2c)  (&  +  3c) 

^  (&-f-3c)  (&  +  4c) 
2  1  .  1 

"T~ 


h{b-\-2c)    '    (&  +  2c)(^>  +  3c)    '    (&  +  3c)(6  +  4c) 
Vereinigt  man  hier  wieder  nur  die  beiden  ersten  Brüche, 
so  erhält  man: 

3,1  4 


b{b-hdc)     '    ib-{-3c){b-{-Ac)        &(ft  +  4c) 

Dieses  Resultat,   sowie   der  2.    und  5.  Bruch   vor  demselben 
zeigen  deutlich,  dafs  allgemein: 

1  .  1  1 


bib-hc)    '    ib-\-c){b-\-2c)    '    (b -\- 2 c)  {b -\- ^ c) 

+  ....+ 


(&4-3c)(&-i-4c)  ^  ^  [&  +  (n— l)c][ö  +  wc] 

9fc 


bib  +  nc)  ' 
Für  &  =  2,  c  =  3,  w  =  ll  würde  man  demnach  erhalten: 

11111  1 

2-5  ^  5-8  ^  8-11  ^  11-14  ^  14-17  ^  ^32-35 

1_1_ 11 

~  2(2  +  11-3)  ~  70" 
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§.  66.     Division  durch  ein  Polynom, 

(Partialdivision.) 

1.  Die  in  §.  13,  29  entwickelte  Partialdivision  führte  zu  dem 
Satze:  ^  ,     D  —  dq 

-J  =  '^^~^- 

Sollen  nun  auf  Grund  desselben  2  Polynomien  durch  einander 
dividiert  und  für  den  jedesmaligen  Quotient  (q)  immer  nur  ein 
Glied  gesucht  werden,  so  wird  es  sich  zunächst  fragen,  welches 
Glied  das  passendste  ist. 

Aus  ia-\-b)  (c-\-d)  =  ac-\-ad-\-bc-\-bd  folgt  nach  §.  12,  1, 

^"^^*^-                     ac  +  ad+bc  +  bd  ,    , 
TT =  c  +  f/. 

Da  nun  das  1.  Glied  des  Dividend  durch  Multiplication  des 
1.  Gliedes  des  Divisor  und  des  1.  Gliedes  des  Quotient  entstanden 
war,  so  mufs  umgekehrt  (s.  §.  12,  1,  Zus.)  das  1.  Glied  des  Di- 
vidend durch  das  1.  Glied  des  Divisor  dividiert,  das 
1.  Glied  des  Quotient  geben.  Zugleich  ergiebt  sich  hieraus, 
dafs  Dividend  und  Divisor  nach  gleichem  Princip,  hier  von  a  aus, 
geordnet  sein  müssen. 

Diese  Bemerkungen  in  Verbindung  mit  §.  13,  29  führen  zu 
der  folgenden,  vollständig  erschöpfenden  Regel: 

Um  zwei  Polynomien  mittelst  der  Partialdivision 
durch  einander  zu  dividieren,  sind  dieselben  zu- 
nächst nach  gleichem  Princip,  also  beide  nach  ab- 
oder  beide  nach  aufsteigenden  Potenzen  der 
Hauptgröfse,  überhaupt  streng  nach  §.  52,  14,  I  an- 
zuordnen. Das  1.  Olied  des  gesuchten  vielgliede- 
rigen  Quotieilt  findet  man  alsdann,  wenn  man  das 
1.  Glied  des  Dividend  durch  das  1.  Glied  des  Di- 
visor dividiert.  Dieses  1.  Glied  des  Quotient  mul- 
tipliciert  man  mit  dem  ganzen  Divisor  und  zieht 
das  Produkt  vom  Dividend  ab.  Das  1.  Glied  des 
als  Dividend  zu  betrachtenden  Restes  (s.  1.  Teil, 
S.  49,  3.  Zeile  von  unten)  durch  das  1.  Glied  des  Di- 
visor dividiert,  giebt  nun  das  2.  Glied  des  Quotient, 
welches  wieder  mit  dem  ganzen  Divisor  multipli- 
ciert  und  von  jenem  I.Rest  subtrahiert  wird.  Das 
1.  Glied  des  neuen  (zweiten)  Restes,  durch  das 
1.  Glied  des  Divisor  dividiert,  giebt  das  3.  Glied 
des  (Quotient.  So  setzt  man  die  Division  fort,  bis 
entweder  die  Division  aufgeht  (der  Rest  =0  wird, 
der  Quotient  also  aus  einer  endlichen  Anzahl  von 
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Gliedern   besteht),    oder    eine   genügende   Anzahl 
von  Gliedern  des  Quotient  berechnet  ist. 


1.  Beispiel. 


38a&  +  24&^-M5a' 


?     Geordnet 


4&H-3a 
(l5a^  +  38afe  +  24&^):(3a4-4&)  =  5a-}-6* 

lba-\-20ah (A) 

\Sab-\-Ub\  .  .    (B) 

\Sab-i-2Ab\  .  .    (C) 
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Das  1.  Glied  — 4a;  des  Quotient  entstand  aus  2Sx  :  —  Ix, 

„     2.      „      —  9y     „  „  „  „    6Zxy:  —  lx, 

„     3.      „      +2z     „  „  n  „  —lAxz:  —  lx. 

2     f     nn  1.2 


3.  Beispiel. 


56a  +22r  — 43  &  —  93ö&-f  15  +  59« 


7a  — 2*  +  3 

Ordnet  man  nach  den  bisher  üblichen  Regeln : 

(15  +  59a+56aa— 93a/>  — 43^  +  22  ^&):  (3  +  7  a—2^>), 

80    würde    man,    um    das    3.  Glied   des    Quotient    zu   bestimmen, 
—  77a&:3  zu  dividieren  haben.    Dieser  Quotient  führt  jedoch  nicht 
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Ordnet  man  die  gegebenen  Polynomien  absteigend  nach 
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Für  den  2.  Faktor: 
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Dividend  und  Divisor  durch — —  dividiert,  oder  also  mit 

15« 

15«        ,..,..,      .  ,  . 


— —       --■           111  Uli 

46 

I^IH^ICII,,     gicui. 

(         U' 

5625a'M    L        \ha_ 

8&* 

5& 

9«^° 

512&^      'l           8&'  J 

9«'** 

3  «"* 

U' 

1     ^* 

9«^" 

'    3«^ 

- 

5&     ,    5625«'" 

7-  H „-  u.  s.  VT. 

3«^          512*^ 

3.     Die  Division  kann  sogar  dadurch  einfacher  werden,   dafs 
man  Dividend  und  Divisor  mit  einem  Polynom  erweitert. 

O  K.  Zi      I      X       Zv  O  7 

Beispiel. ^ ^ ?     Mit   a-\-h  erweitert 

^  «'  —  «&  +  &' 

(8.  §.61,3): 

(2  a  —^ah  +  2«&^  —  3^?*) :  («-^  -^h^)  =  1a  —  U. 

Ig- +2  «6^ 

-3«'6  —  3&* 

—  3«^&  —3  6^ 


0. 

4.  Oft  erkennt  der  Geübte  sofort  an  der  Aufgabe,  dafs  die 
Division  aufgeht  und  welchen  Quotient  man  erhalten  mufs.  So 
konnte  man  sich  den  Dividend  des  5.  Beispiels  im  1.  Satze  sogleich 
in  folgender  Form  denken: 

-f4«'  — 9&' 4-24*' c- 16c']  =—[(2«f-(3fe'- 4r)'] 
=  —  (2  «  +  36'  — 4c)  (2«  — 3  6^  + 4  c). 
Dies  durch  2«  +  3&  — 4c  dividiert,  giebt: 

—  (2«  — 36^  + 4c)  =  —  2« +  3  6'— 4c. 

Die  in  §.61  gegebenen  Produkte  führen  zu  Quotienten,  bei 
welchen  das  Aufgehen  der  Division  und  der  durch  dieselbe  ent- 
stehende Quotient  noch  weit  leichter  ersichtlich  sind.    Da  nämlich: 


(«  +  *)(«  —  6)  =  «  —  h 


l3 


(«'  4-  öö  +  ^^)  («  —  6)  =  a  —  h^ 

(«+«        b  -\-a        b  -\-  .  .  .  .  -\-  b  ){a  —  b)=^a        —  b 
und  folgUch  auch: 

(««-'+«"-^6 +«"-'6^ +....+6"-0(« -*)=«"-*"» 
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SO  mufs  auch  umgekehrt: 
a-\-b 


2         ,2 

a  — 0 
a  —  b 


6  rä 

=a  -{-  ao-\-o 


a  —  h 

a        h-\-a       b  -\-  .  .  .  .  -\-  ah        +& 


h 

O'  ^  n  —  l,n—2T,         ?i— 3,2|  ■        ,«— 2,,?;  — 1 


a  —  b 


sein. 


Oder:  Die  Division  der  Differenz  zweier  Potenzen  mit 
gleichen  und  zwar  ganzzahligen  und  positiven 
Exponenten  durch  die  Differenz  ihrer  Basen  geht 
stets  auf. 

1  —  a         n    — 62        a    — b  17    — 6 


müssen  aufgehen,  weil  man  sich  diese  Ausdrücke  in  der  Form: 

\'-a'        {n'Y-2'        {a'T-{b'y       ll^'-ß'' 
\-a    '       (n^)_2    '  a'-b'       '       17-6 

denken  kann. 

Dieselben  Produkte  führen  zu  den  Quotienten: 

3  ,3 

a  — b 

=  a  —  b 


a"  -\-ab  -\-b 


4         1,4 

a  — b 

a  —  b  u.  s.  w. 


a-\-ab-{-ab^-\-b^ 


Das  Resultat  hätte  man  hier  wohl  noch  leichter  durch  Er- 
weitem mit  a  —  b  erhalten.  In  bezug  auf  den  vorletzten  Aus- 
druck z.  B. 

(a-b^){a—b)  (a-b^){a—b) 

—  ■  =  a  —  u. 


{a-\-ab-^b^){a  —  b)  (i  —b^ 

n         7  n 

8.     Da  —   für  jedes   b   aufgehen   mufs,    so   mufs   dies 

auch  für  b  =  —  c  der  Fall  sein  (s.  §.  61,  4!) 
Folglich  gehen 

2  2  3,3  ^4  „< 

a  — c         a  -\-c         a  — c 

u.  s.  w. 


a-\-c   '       a-\-c    '       a-f-c 
auf  und  es  ergeben  sich  folgende  allgemeine  Kegeln: 
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I.  Die  Division  der  Differenz  zweier  Potenzen  mit  gleichen 
und  geradzahligen  Exponenten  durch  die  Summe  ihrer 
Basen  geht  auf. 


Beispiel.     ~ geht  auf,  denn      07 ..i 4    • 

II.  Die  Division  der  Summe  zweier  Potenzen  mit  gleichen 
und  ungeradzahligen  Exponenten  durch  die  Summe 
ihrer  Basen  geht  auf. 

20^  -J—  11^  90^  -4-  11^ 

Beispiel.     ^:j geht  auf,  denn 


31  »  '  20+11 

Vertauscht    man    hier  Quotient   und  Divisor,    so   ergiebt   sich 
zugleich:  3   ,     3 

a  — ac-i-c 

4       4 
a  —  c 

a-\-c  u.  s.  w. 


3        2,2        3 
a  —  a  c-f-ac  —  c 


Zusatz.     Mittelst  der  im  7.  und  8.  Satze  gegebenen  Quotien- 
ten lassen  sich  oft  auch  gewisse  Produkte  leichter  bestimmen. 

Beispiele. 

3      ,        3  1   .  64 

/  2   ,        I    ,\/'  2  ,    .\        a — 1      «  +1         a  —\ 

=       '   — —  =  (^a;   -{-a  +l=a  +«  +1. 
a  — 1 

/3,2,       ii\/'2  ,,\        CL  — 1      a  -\-\ 

{a  -\-a  +a+lj  (a  — «+U=  ^_^  •  ^  _^  ^ 

a*— 1 

.(a-'-|-l)  =  (a-4-l)(a'-|-l)  u.  s.  w. 


«'— 1 

9.     Geht   die  Division   nicht   auf,    so  erhält  der  Quotient  un- 
endlich viele  Glieder,  er  wird  eine  sog.  unendliche  Keihe. 

1.  Beispiel. 

4«^  —  2a  —  2:2a— 3  =  2«  +  24-  —  +  -^  +  — ^ in  inf. 

4a  — 6a 


+  4a  — 2 
4a  — 6 
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4  (wiederholt) 

4-1 

a 

- 

+1 

6 

9 

a 

a' 

u. 

+ 

9 

2 

a 

S.W 

Die   unendliche  Reihe   deutet  man  durch  Punkte,    bestimmter 
durch  Hinzufügung  des  Ausdrucks  „in  in/'."  an  (s.  §.  18, 1). 

1  1 

2.  Beispiel,     (u  —  b)~  = 


(a  —  by        af  —  1ah-\-b" 


a  —  2a&-h&  =^  +  — S-  +  — r-  +  — ^  + 


2       '  3        '  4        '  5 

a  a  a  a 


2b         K 


,    2b         b' 
«  a 


2b 

u' 

2  6' 

a 

a' 

a' 

U^ 

2b^ 

3  b' 

6&'    , 

3  6' 

a' 

a 

<f 

_ 

H-'- 

■ib' 

Dasselbe    Resultat    hätte    man    nach    dem    binomischen   Lehr- 
satze (§.  62,  7)  erhalten: 

(^a-b)-'  =  a~'-^{-2)a''-\-b) 
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—  2     1     s^      — 3,      ,      2' 3        — 4,2     ,      2-3-4        — 5,3     , 


2       '  3       I  4        '  5 

a  a  a  a 


1 

3.  Beispiel. ? 

'  1  — a 

1  :1  —  a^=\-\-  a-\-a  -\-a  -\-  a  -\-a  -\-  .  .  . .  in  in  f. 


2 

a  —  a 


I        2 

2  3 

a  — a 


I       3 

-[-«    u.  s.  w. 
Es  ist  also 

-r-^ —  =\+a-\-a-\-a-{-a  -\-d  -\-  .  .  .  .in  inf.         ( Y) 

1 

4.  Beispiel.     - — ; — ? 
^  1  -\-a 

Anstatt  die  Partialdivision  anzuwenden,  kann  man  in  Y:   — a 
an  die  Stelle  von  a  setzen.     Man  erhält: 

1  .       .       /  .       .       ,  \2      1       /  ^3 


l-(-«) 
1 


!+(-«)  +  (-«)  +(-«)+••..,  d.i. 


\-\-a 


1  —  a-\-a  —(i  -\-a  —  a  -\-  .  .  . .  in  inf.        (Z) 


1 

I.Zusatz.     Setzt  man  in  Y:  «  =  -!—-,  so  ermebt  sich: 

10 

^^       =1  _|_0,l-f-0,r'  +  0,l^+ ,  oder 


10—1 
10 


g  =1+0,1+0,01+0,001  +  ....        (A) 

oder    1^  =  1,111111 

Setzt  man  dagegen  in  Y:  a  =  2,  so  erhält  man: 

^  l+2  +  2'  +  2'+2' ,  d.i. 


1—2 

—  1  =  1+2  +  4  +  8+16+ in  inf.        (B) 
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Über  dieses  paradoxe  Resultat  wird  der  14.  Satz  Aufklärung 
bringen. 


2.  Zusatz.     Umo;ekehrt  ist; 


\ -\- a -i- a  -{- a  -{-  ....  = 
1 


t 


,2  3     , 


[—a 
1 

1  +  a 


Beide  Formeln   haben  jedoch   nur  für  a  <  1   Geltung   (siehe 
den  Zusatz  zum  14.  Satz). 


3.  Zusatz. 


1 


=  l  +  «  +  «'  + 


kann    zur    Division 


1—a 

durch   eine  Zahl   benutzt  werden,    die  nur  wenig  kleiner  als  eine 
runde  Zahl  ist. 


Beispiel. 
14  14 


14 


997 


1000  —  3 
14 


1000 


1  + 


1000  ^VlOOO/  ^ 


14 

1000 


1 000 


=  0,014  [l  +  0,003  +  0,003'  +  0,003^  -|- ] 

=  0,014-1,003009027081243 

=  0,0140421203791 

4.  Zusatz.  Die  Formeln  Y  und  Z  kann  man  überhaupt  be- 
nutzen, jeden  Quotient  mit  mehrgliederigem  Nenner  ohne  Partial- 
division in  eine  Reihe  zu  verwandeln. 


1.  Beispiel. 
d  d 


('-!) 


1  — 


d 
1)  L 


1+^-h- 


+ 


+ 


(8.  Y) 


d         cd 


2.  Beispiel. 

3  — 2a 

4  +  5  «" 


h 

3  —  2« 


cd    .    c" d    . 


2« 


11  + 


1  + 


rfcliuritj,  Lehrbuch  der  Arilhmelik.     II.  Teil. 


5« 


10 
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(3.Z) 


— ^    1 


a 
2 
15a 


5  a 
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3.  Beispiel. 
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10.     Die  Partialdivision  kann  bei  jedem  Reste  beendigt  wer- 
den.    Der  Quotient    ist  jedoch    nur   dann    vollständig,    wenn  man 
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2.  Beispiel.     x  = 


1b 


•ia^h 


5  a' +  4^' 
^a  —  1b 


a-\-b 


[mit  (Za  —  2  b)  (a  -\-  b)  erweitert:] 
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(—2a'  —  8ab){a-\-b) 

=  "V-^ ^ — (durch  a  o-ekurzt:) 

{a-irAab){3a  —  2b) 

_  {—■2a-Sb)ia-\-b)  ^  —2a^—U)ab  —  Sb^ 
^  ia-\-Ab)i3a~2b)  ^     ^a^ -\- \Oab —  Sb^ 
Jetzt  ist  die  Partialdivision  anzuwenden,  die  bei  aufsteigenden  Po- 
tenzen   von  a  zu   einem    einfacheren   Resuhate   führt,    als   hei   ab- 
steigenden. 

(—8//  —  iQab  —  2r/)  :  {—Sb'  +  iOab  -f-  3a')  =  1 
—  Sb^-hiOab-\-^a 


—  20  ab  —  5  a  . 
Dieser  Rest  ist  von  kleinerem  Umfange   als  der  Divisor,    folglich 
ist  die  Partialdivision  zu  schliefsen. 

— 20  ab  —  ba  ba{a-\-Ab) 

^^~  —  SJ/-\-\0 ab +  3 a^  ~  da  -\- K)ab  —  Sb' 

^  öa  {a-\-4:b)  ,  5  a 


ia-\-Ab)(Sa—2b)  Sa  — 2b' 

3.  Beispiel. 

-r-^ r —  (siehe  Aufgaben  von  Heis,  §.74,75^). 

3  ( a  —  b) 

..  ,        1     a^  — 3a6  +  2c 
Man  setze  zunaclist 


3  a'-b      ' 

Durch  Partialdivision  ergiebt  sich: 

J      'j    7    I   o       2       ,  ,    —2ab-\-2c 

a  —  Sab-\-2c:a  —  b  =  a-\- 


2 

a 


(t  —  ab 


—  2  ab -\- 2  c 

Der  gegebene  Ausdruck  wird  also  =  -77« 5 • 

"^  °  3  L  a'  —  b      J 

12.     Schematische  Berechnung  der  Glieder  des  Quo- 
tient statt  der  vollständig  ausgeführten  Partialdivision. 

I.     Für  2gliederige  Divisoren. 

Die  nach  §.  60,  1   ausgeführte  Aluitiplication  des  Produkts 

(3 X  —  Ix   +  1 1  o:  —  2)  (4 X  -f-  5)  ergiebt : 

\2x^  —  2'^x^  -\-  ^\x  —%x 

-f-  1 5  a:^  —  35.T^  +  55  rr  —  1 0 


=  12ä;'— 13a:'+  9a;'-l-47.r  —  10. 
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Wenn  also  in  {q^-i-  q^-^- q..-\-  .  ■  .  ■)  {d^-^-d^)  die  beiden  Poly- 
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Hauptgröfse  angeordnet  sind,  so  würden  sich  die  in  den  Par- 
tialprodukten  unter  einander  stehenden  Glieder  stets  in  1  Glied 
zusammenziehen  lassen  (hier  z.B.  44 x  — 35a;  =Qx).  Nennt  man 
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2.  Glied:  B.^  (hier 
also  aus 


\dx),   das   3.  Glied:   B.,  u.  s.  w.,    so    würde 


»5 


p 


>      S 


^  H-l  I— I 

<^  h-^  •— 


1^ 
I 

WS: 


J^ 


.sl 


I 


«5 


»^5 
+ 

T 

«5 


Si- 
te 

"5 


,a- 


CfQ 
13 


.^  ^ 


CL,     ►-,     Ü^ 


'^         uT 


ö 


1 

«5 


l>9 


CS3 

C3 


1— c 

U5 
CD 

er 

1— 1 

(D 

9 

p 

^ 

c5' 

^3 

< 

CD 

"^a 
",   ^ 

cr 

><; 

+^ 

fD 

Vj 

» 

"* 

^  o 

C  * 

i!^ 

Hl  • 

+  s 

C6 

^** 

ö 

to 

c 

&. 

+ 

D 

fü 

• 

i=^ 

cc 

N 

^ 

C 

^ 

P 

O 

<-i 

,- — s 

Gj 

J^ 

o 

<-i- 

+ 

er 


p    (B 


d 

P 


_       CO    ^ ■' 

Bi  ^     II 
o    »     II 

Q  2.^ 

S.  "  + 

^  p  + 
p  « 

p+ 

p  • 

CO     • 


P 

CD      P 
00 


öS 

|l 

p^  i 


ji,  ji.  H-^  ^?i- 


3  < 

P 

?r 

^  kSS    •< 

2-  «5  »^  ^5^  ' 

^  Oä       t-^ 


:^.^J^ 


•^  4- 


+  + 


^ 


p 


Bi 


+ 


+       + 


+   + 


+ 

+ 

+ 


§.  66.     Division  durch  ein  Polynom. 


151 


Das  4.  Glied  des  gesuchten  Quotient  (^^)  erhält  man  also 
dadurch,  dafs  man  zum  4.  Gliede  (Z?J  des  Dividend  das  Produkt 
aus  dem  entgegengesetzt  genommenen  2.  Gliede  des  Divisor  und 
dem  zuletzt  berechneten  3.  Gliede  des  Quotient  \^( — d.^)  qj  addiert 
und  die  Summe  durch  das  1.  Glied  (d^'\  des  Divisor  dividiert. 

Hieraus  folgt,  dafs  man  den  Quotient  von 
12x^— nx^-^  9x^  +  41  X-  10 
Ax-\-b 
nämlich  dx  — Ix  -{-llx  —  2  schematisch  in  folgender  Weise  fin- 
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Ist  das   1 .  Glied  des  Divisor  1 ,  so  wird  S:1=S,  folglich  fällt 
die  letzte  Zeile  weg  und  die  Zahlenreihe  S  repräsentiert  zugleich  q. 

Z.B.  {-bx^-\-dx^—llx^-20x-^l):ix-j-A) 
i>  =  — 5,    +3,    —11,    —20,   +1. 

P=  +20—92     -1-412 —1568  [das  vorherg.  <?_  mult. 

mit  —  4  (s.  I)i\'isor)] 
S  =  q=   —5  -(-23    —103   +  392  —  1567T'Folgl.  der  gesuchte 
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Die  convergierenden  Reihen  sind  wenig  brauchbar,  wenn  die 
Gheder  langsam  convergieren ,  d.  h.  nur  sehr  langsam  abnehmen, 
Aveil  man  dann  ungemein  viele  Glieder  berechnen  und  addieren 
müfste,  um  zu  einem  befriedigenden  Resultate  zu  gelangen.  Die 
Reihe :  ^  _^  ^^^^^  _^  ^^^^2  _^  ^^^^3  _^  ^^^^4  _|_  _  _  ^  ^^  j_ 

1  +  0,99  +  0,9S01  +  0,9703  +  0,9606  +  0,9510  +  0,9415 

+  0,9321  +  0,9227  +  0,9135  + 

ist  z.  B.  eine  solche  langsam  convergierende  Reihe,  bei  der  erst 
das  231.  Glied  in  der  1.  Decimalstelle  l'rei  von  Einheiten  (=0,09...) 
wird,  und  doch  ist  die  Summe  der  ersten  230  Glieder  erst  =90, 
während  die  Summe  der  ganzen  Reihe  (nach  dem  2.  Zus.  im  9.  Satze) 

=  1-0,99  =W^^^^'''- 
Statt  der  langsam  convergierenden  unendlichen  Reihe  wird  man 
daher  immer  den  gleichbedeutenden  geschlossenen  (d.  i.  den  aus 
einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern  bestehenden)  Ausdruck  be- 
nutzen. 

Dagegen  sind  schnell  convergierende  Reihen  dem  geschlosse- 
nen Ausdrucke  oft  vorzuziehen. 

4 1  fi 

Beispiel.     Um  den  geschlossenen  Ausdruck     ^ 

1 — 3«+« 

für  a  =  0,01  auf  6  Decimalstellen  zu  berechnen,  mülste  man  fol- 
gende zeitraubende  Rechnung  ausführen: 

4  —  7-0,01  4  —  0,07  3,93  39300 


1 -3.0,01+0,01'         1—0,03  +  0,0001         0,9701         9701 

=  39300:9701=4,051128 

Wendet  man   dagegen    auf  denselben  Ausdruck  die  Partial- 
division an,  so  erhält  man: 

4  —  7«     :1— 3ö  +  a'  =  4  +  5«+lla'  +  28«^+ 

4— 12tf  +  4a^ 

5«  —  4« 

5« —  15a'*  +  5a 

IIa'  — 5a^ 

Setzt   man  in  dieser  unendlichen  Reihe  a  =  0,OI,    so  crgiebt 
sich  sehr  schnell: 

4  +  5 . 0,01  +  11-  0,0001  +  28  •  0,000001  + 

=  4  +  0,05  +  0,001 1  +  0,000028  + 

=  4,051128 

14.     Die  divergente  Reihe  ist  offenbar  vollkommen  unbrauch- 
bar und  daher  wäre  entweder  die  Kenntnis  des  irleichbedeutenden 
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geschlossenen  Ausdrucks,  oder  die  Kenntnis  des  Supplements  einer 
solchen  Reihe  unbedingt  nötig. 

Wer  würde  erraten,  dafs  (s,  B.  im  9.  Satz) 

1  +  2  +  4  +  8  +  16  4- ininf.=—\  ist? 

1 

Führen  wir  daher  für noch  einmal  die  Partialdivision 

1  — a 

aus,  vervollständigen  aber  den  Quotient  z.  B.  nach  dem  5.  Gliede 

durch  das  Supplement,  so  erhalten  wir: 

5 
\  I  (I  i2i3i4i  ^ 

1     :   1  —  a=l-t"ö;  +  «  +Ö5  +«  -| 


\—a 


2 

a  —  a 


2  3 

a  — a 


I       3 


3  4 

a  —a 


,        4 

Setzt  man  jetzt  in 


4  5 

ö  — « 

i       5" 


1  +  «  +  «"^  +  d  +  a"  -f 


«^  1 


i  —  a        1  —  a 
für  a  denselben  Wert  2  (s.  B  im  9.  Satze),  so  ergiebt  sich 

l+2  +  2'+2'+2'*  +  -^A_  =  __L_,    a.i. 


1+2  +  4  +  8  +  16  —  32  =  —!! 

aus  ~ entstehende  Reihe 

1  — a 

1  +  «  +  a  +  a  -\-  ....  in  in  f. 


Zusatz,     die  aus entstehende  Reihe 

1  — a 


hatte  also  bei  Benutzun«;  von  5  Gliedern  das  Supplement    — 
Benutzte  man  unendlich  viele  Glieder,  so  würde  das  Supplement 

00 

==  -, sein.    Ist  nun  <<  <  1 ,  so  ist  nach  §.  62,  7,  7.  Zus.  a    =0, 

^  ^  "  (» 

folglich  wird  dann  dieses  Supplement  =  .  =0.   Addiert  m:in 

^  ^  ^  1  —  a 

daher  für  a  <  1   die  Glieder  \.  -\-  a-\-  a  -\-  .  .  .  .  mittelst  des  Aus- 
drucks   ,  so  mufs  das  Resultat  vollkommen  richtig  sein,  weil 

1  — a 
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man    alsdann    nur   das   Supplement  0   weggelassen   hätte.     Ist   da- 
gegen a  >  1 ,  diese  Keihe  also  divergent  (s.  oben  1  +2  +  4  +  8  . . .), 

1 

so  ist  das  aus berechnete  Resultat  falsch,  weil  das  fehlende 

1  — a 

Supplement  nie=0,  sondern  stets  eine  sehr  einflufsreiche  Zahl  ist. 

15.     Die  Reihe  couvergiert  nicht  immer,  wenn  die  Werte  der 
Glieder  fortwährend  abnehmen. 

11111 
So  ist  z.B.  l+^  +  ^  +  -j  +  -^  +  V+....         (C) 
2  o  4  o  b 

eine  divergierende  Reihe,  deren  Summe  =oo. 

1.1.1 


Beweis.     Es  ist 


n  —  1         n        w  +  1 


111  1111 

^^        n  n  n        n        ^r         n 

1  1 

(wenn und  — ; — -  durch  Partialdivision  verwan- 

n  —  1  ?i  +  1 

delt  werden) 


n 


3    ^^       5    T^       7       ' 

71  n  n 


1             11  f  1  1 

Folglich  ist  -H 1 f—  um  2       ,  +-T-  + 

1 
gröfser  als  3 . 

1  1  1 

Hier  genügt  es,  zu  wissen,  dafs  .  -I ! — —    2;röfser 

*=        °       '  71—1  ?/'«+!" 

1 
als  das  3fache  des  Mittelojliedes  —  ist. 

°  71 

Setzt  man  nun  n=='S,  so  ist  also 
_1        .      1     ,        1 
3 
J^ 
2 
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Division  durch  ein  Polynom. 
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'    1-2-3-4-5.6    '    

entstanden  ist,  wobei  die  Zähler  in  den  Potenzen  von 
schreiten  und  jeder  Nenner  das  Produkt  aus  dem  vorher 
Nenner  und  dem  neuen  Exponent  von  10  ist. 
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Beweis.  Berechnet  man  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern 
dieser  Reihe,  so  mul's  offenbar  die  Summe  derselben  eine  endliche 
Zahl  sein.     Daher   mufs    auch   die  Summe   der  ersten  10  Glieder, 

10'" 

also  mit  Einschlufs  des  Gliedes  - — r— r 7-—,  eine  endliche  Zahl 

1  • 2  •  3  ....  1 0 

sein,  die  wir  mit  a  bezeichnen  wollen. 

Die  gegebene  Reihe  selbst  läfst  sich  alsdann  schreiben: 


«  + 


«  + 


10 


11 


10' 


10' 


1-2 10-11 


10' 


1-2, 


10 


10     11 


1-2  . 
10' 


12    '    1-2 
10-10 


1-2. ...10     11-12 


10' 


=  a-{-  a' 


\^  10-10 

11  '^^'  11-12 


10-10-10 

1  •2....10  '  M-  12 -Ta" 
10-10-10     . 


.13 


+ 


+ 


«■ 


11-12-13 


«|_  -t-  j^   "*"  11  *  12  "•"  11  '  12  *  13  ~^' 
Diese  Reihe  ist  aber  offenbar  kleiner  als  die  Reihe; 
r,   ,    10    ,    10     10    ,    10     10     10    , 
L  ^  11  ~  11     11  ^  11     11     11  ^ 
weil  nach  §.  13,  23,  l.Zus.  und  §.  32,  7,  l.Zus.: 

10     .  10 


12  ^TT' 
10        10 

13  ^  il 


u.  s.  w.. 


fol<2:lich  ist  sie  kleiner  als: 


1  +  ^+f^ 

^  11  ^Vii 


11 


=  a 


1 


10 
11 


=  «' 


11 


1  — 

(s.  2.  Zus.  im  9.  Satz) 
==«•11,    also    kleiner    als    das    I  1  fache  jener 


11  —  10 

endlichen  Zahl  a  und  mithin  ist  die  Reihe  converofent. 

17.  Die  divergierende  Reihe  läfst  sich  gewöhnlich  vermeiden, 
wenn  man  den  gegebenen  Ausdruck  noch  einmal  mit  entgegen- 
gesetzter Anordnung  dividiert. 


So  ist  z.  B. 


3  — a 
1  — 2a  — 
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=  3  — «:  1—2«  — «^  =  3 +  5« +13«^ +  31«^  + 

3  —  6a  —  Sa 


-f-  5  a  -f-  3  a 

u.  s.w. 
1 
Für  a  =  ———  ist   die  Reihe   sehr  schnell   con vergierend,   für 

100  ^ 

0=100  jedoch  erhält  man: 

3 +  5. 100 +  13 -100^-}- 31 -100^+ 

=  3  +  500  +  130000  +  31000000  + , 

also  eine  divergente  Reihe. 

Ordnet  man  nun   die  gegebenen  Polynomien  entgegengesetzt 
(nach  absteigenden  Potenzen  von  «),  so  erhält  man: 

^      ■   .        1  5         11        27 

2«  +  l  =  — —     2  +^- r.... 

"        «  «  a 


—  a-f-  3:- 

-d'- 

—  2«-f 

—  a  — 2  + 

1 
a 

5  — 

1 

a 

5  + 

10 

a 

5 

u.  s.  w. 
Setzt  man  hier  a^lOO,  so  ergiebt  sich: 

_l 5  11  27 

100         loo'         100'  ~  100* 
=  0,01  —  0,0005  +  0,00001 1  —  0,00000027 
also  eine  convergente  Reihe. 


§.  67.    Das  gröfste  gemeinsame  Mafs  und  das  kleinste  gemein- 
same Vielfache  von  Polynomien. 

1.  Das  gröfste  gemeinsame  Mafs  zweier  Polynomien, 
Um  dieses  zu  bestimmen,  sind  zunächst  die  beiden  Polyno- 
mien streng  nach  einerlei  Prinzip  anzuordnen.  Hierauf  dividiert 
man  das  Polynom,  welches  den  gröfseren  Gliederumfang  hat,  durch 
das  andere  mittelst  der  Partialdivision,  beendigt  aber  diese  Division, 
sobald  der  Rest  von  kleinerem  Gliederumftinge  ist,  als  der  Divisor. 
Alsdann  dividiert  man  in  gleicher  Weise  den  Divisor  durch  den 
Rest.     Die  Division  des  jedesmaligen  Divisor  durch  den  Rest  setzt 
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man   so   lange  fort,    bis  die  Division  aufgeht.     Der  letzte  Divisor 
ist  das  gröfste  gemeinsame  Mafs.     (Vergl.  §.  23,  14), 

Sind  die  gegebenen  PoljTiomien  von  gleichem  Umfange,  so 
könnte  zwar  ein  beliebiges  als  Dividend  genommen  werden,  man 
wird  aber  darauf  sehen,  dafs  die  Division  hinsichtlich  der  Coeffi- 
cienten  eine  möglichst  einfache  wird. 

^    -n,   .      .1       a  -\-ba  — 14       .         ...  t-.  i  t  i    •  . 

1.  Beispiel.     — 5— ' sei  zu  kurzen.     Jb  olglich  ist  zu- 

a'4-4«  — 12 

nächst   das   gröfste   gemeinsame  Mafs  der  beiden  Polynomien  zu 
suchen. 

a'  +  5a—  14:a'  +  4«— 12=1 
«^  +  4a— 12 


a  —  2.  Dieser  Eest  ist  von  kleinerem 
Umfange  als  der  Divisor,  folglich  ist  nun  letzterer  durch  den  Rest 
zu  dividieren. 

a  -\-Aa—  12:a  —  2  =  a-{-Q 


a  —  2a 


6a— 12 

6a— 12 

0. 

Da  die  Division  aufging,  so  ist  der  letzte  Divisor  a  —  2  das 
gröfste  gemeinsame  Mafs  des  Zählers  und  Nenners  des  gegebenen 
Bruches.     Derselbe  daher  durch  a  —  2  gekürzt,  giebt: 

a  +  7 


a  +  6* 

2. 

n    .     .   ,        a  — ab 

Beispiel.     —5 

a'  +  3a« 

-20&% 
>  — 4i'  ■ 

f/-\-dab  —  Ab^: 

a^  —  ab- 

-201 

2 
)    = 

■\ 

a  -  ab  — 20  b^ 

Rest 

ist 

von  kleinerem 

4a&H-16t'. 

Dieser 

Um- 

fange. 

als 

der  Divisor;  folg! 

ich: 

a—ab—  20  b' : 
a^-{-Aab 

Aab-\-\Gb^  = 

a 
\b 

— 

b 
4  ■  ' 

..(A) 

—  oab  —  20b^ 

—  bab  —  20b^ 


0. 
Das  o-röfste  gemeinsame  Mafs  ist  der  letzte  Divisor 
4ab-[-\Qb\ 

Schnrig,  Lehrbuch  der  Aritlimetik.     II.  Teil.  '1 
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Die  Division  der  gegebenen  Polynomien  durch  dasselbe  geht  mit- 
hin auf,  jedoch  entstünden  z.  B.  bei  a  — ab  —  1^b  :\ah  -\-\&b 
unbequeme,  gebrochene  Glieder.  Geht  aber  eine  Division  (durch 
ein  Polynom)  auf,  so  müfste  sie  auch  dann  noch  aufgehen,  wenn 
man  den  Divisor  4&mal  so  klein  oder  so  grofs  nehmen  würde,  nur 
erhielte  man  alsdann  einen  4  b  mal  so  grofsen  oder  so  kleinen  Quo- 
tient (also  4  h  mal  so  grofse  oder  so  kleine  Glieder).  Da  es  nun 
nicht  auf  die  Gröfse  des  Quotient,  sondern  auf  einen  bequemen 
letzten  Divisor  (gröfstes  gemeinsames  Mafs)  ankommt,  so  folgt 
hieraus,  dafs  man  alle  Dividenden,  Divisoren  und  Reste,  die  bei 
einer  solchen  Kettendivision  auftreten,  stets  mit  einem  beliebigen 
Monom  multiplicieren,  oder  durch  ein  beliebiges  Monom  (z.  B. 
durch  das  gemeinsame  Mafs  aller  Glieder)  dividieren  kann,  um 
einfache  und  bequeme  Glieder  zu  erhalten. 

In  vorstehendem  Beispiele  würde  man  daher  den  Divisor 
(siehe  A)  durch  Ah  dividieren,  und  die  Rechnung  vereinfachte  sich 
in  folgender  Weise: 

a—ab  —  10b^:a-\-U  =  a  —  bb 
«'"  -\-\ah 


—  bab  —  20b^ 

—  bab  —  20b^ 

0. 

Mithin   ist   der   letzte  Divisor  a-\-  Ab  das  gröfste  gemeinsame 
Mafs.     Der  gegebene  Bruch  durch  dasselbe  gekürzt,  giebt 

a —  bb 
a  —  b 

3.  Beispiel. — '—-, ^. 

na—'la'b  —  hab—b'' 

Da  beide  Polynomien  von  gleichem  Umfange,  so  könnte  man 
ein  beliebiges   als  Divisor  nehmen.     Hier  ist  jedoch  der  Zähler  in 
sofern  einfacher,  als  ihm  ein  Glied  {ab)  fehlt.     Daher: 
\2a  —1a  b  —  bab'  —  b^ :^ a  -{-h ab'  +  2//  =? 

1  9  n^  4. 

Das  1.  Glied  des  Quotient  wäre  hier  T'^'o''    ^^^^'    ^^^'' 

gebrochene  Glieder  die  Rechnung  in  hohem  Grade  erschweren,  so 
multipliciert  man  auf  Grund  der  im  2.  Beispiele  gegebenen  Regel 
den  Dividend  mit  3. 

36  a^  —  ^ab  —  \f>  ab^  —'db^:^a^-\-bab'-\-1b^=A 

36  «-^ +20«&^  +  86^ 

—  6a^^;  — 35aJ^—  11  &l 
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Da  der  Dmsor  von  a  bis  a  ,  der  Rest  von  a  bis  a  geht, 
letzterer  also  von  kleinerem  Umfange  ist,  so  ist  nun  der  Di^^sor 
durch  den  Rest  zu  dividieren. 

(9a^4-5a&^  +  2i^):(— 6a'&  — 35aÄ^— 11&^)  =  ? 

Auch  hier  ist  der  bequemem  Rechnung  wegen  der  Divisor 
mit  —  1  zu  multiphcieren  und  durch  h  zu  dividieren,  der  Dividend 
aber  mit  2  zu  multiphcieren. 

(l8«^  +  10  ab""  +  4  b"^) :  (6  «^  -{-  35  ai  +  1 1  &')  =  3 a 
18a^-f-105a'&  +  33ar' 


WDab  —  T6aJ/^U\ 


Dieser  Rest  ist  von  gleichem  Umfange  mit  dem  Divisor,  daher 
ist  die  Division  fortzusetzen,  jedoch  vorher  der  zu  dividierende 
Rest  durch  b  zu  dividieren  und  mit  — 2  zu  multiphcieren. 

(210a^  +  46 ab  —  8 ö') :  (6  a'  +  35  «i  -f-  11 J^)  =  35 
210  g' +1225<?/^  + 385  &' 
—  1179ai  — 393  0^ 

Der  Rest  von  kleinerem  Umfange  wird  nun  Divisor,  kann 
aber  zuvor  durch  — b  dividiert  werden. 

(6a'  +  35ö&  +  ll&^):(1179ö  +  393/>)  =  ? 

Noch  ist  zu  untersuchen,  ob  der  Divisor  weiter  vereinfacht, 
d.  h.  durch  eine  Zahl  (den  gemeinsamen  Faktor  aller  Glieder)  divi- 
diert werden  kann. 

Da  das  gröfste  gemeinsame  Mafs  von  1179  und  393  die  letz- 
tere Zahl  selbst  ist,  so  ist  also  der  Divisor  durch  393  zu  dividieren: 

(6a' +  35«ö  +  11&') :  (3«  +  6)  =  2«  +  1 U 
6«  -f-   lab 

33ai  +  ll&' 
33Ö&-I-11&' 


0. 

Der  gegebene  Bruch  durch  das  gröfste  gemeins.  Mafs  3 «  +  ö 

gekürzt:  „2        1,   ,   oz^ 

^  3a  —  «6-1-2^ 

~~  ^a^  —  1ab  —  b'  ' 
6a^  — a'  — 22tt-l-15 


4,  Beispiel.      ~    „ 

^  2]a-\-26a-'na-\-2]a  —  20 

(21  a  +  25«''—  27a' -h  21  a  —  20) :  (6«'  — a'  -  22«  -}-  1 5)  =  ? 

11* 
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Der  Dividend  mit  2  multipliciert: 
(42a*  +  50a^  — 54a^  +  42a  — 40):(6ß'— a^— 22«4-15)  =  7, 
42«^—  7a^— 154a^+105a 

57a^+100«^— 63  a  — 40. 
Der  Rest  (noch  als  Dividend)  mit  2  multipliciert: 
(ll4a^  +  200a-  — 126a  — 80):(6a^— a^-22a+15)=19 
114a^—    19a^— 418a  +  285 
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Der  Dividend  mit  —  5  iniiltipliciert : 

(460.r'  +  205a:'— 1280 .r  +  300):  (20a;' +  43.T'  +  4.r  —  4)  =  23 
460a:^  +  989a;^4-      92  a;—    92 

—  784  a;^— 1372  a; +  392. 

Der   durch    —  4    dividierte  Rest   ist    nun    als  Divisor  zu   be- 
nutzen : 

(20a;'  +  43a;^  +  4a;  —  4) :  (l96a;'  +  343a;  —  98)  =? 

Es    ist  98  =  2 •7-7    u.  s.  w.,    daher    der   Di\'isor    durch    7-7 
dividiert : 

(20a;'  +  43a;'  +  4a;  —  4) : (4a;'  +  7a; -  2)  =  5a;  +  2 
20a;  +353;"  —  10a; 

8a;^  +  14a;  — 4 
8a;'+14a;  — 4 


Ax  -{-Ix  —  2  mithin  das  gesuchte  gröfste  gemeins.  Mafs. 

6.  Beispiel.     1+8&'   und  A-^b  —  \ib\ 
(l  +  8&'):(4  +  &— 14^>')  =  ?     Dafür: 
(4  +  32^^'):(4  +  «>  — 14*')=1  : 


A-hb  —  Ub^ 


dividiert ; 


b-{-14b  -f-  32  i»    mit  —  4  multipliciert  und  durch  b 


(4  — 56J— 128&'):(4  +  ^»-  14^')=! 


4+      b—    Ub^ 


—  blb  —  WAb'  «  Divisor!) 
Der  neue  Divisor  durch  — 57  6  dividiert: 

(4+    b  —  Ub^):i\-\-2b)  =  4—7b 
A-\-8b 


—  7&  —14^'' 

—  7  0  —  146' 


0. 
Folglich  l  -{-  2  b  das  gröfste  gemeins.  Mafs. 


7.  Beispiel. 

18a;'  — ö 

40  a;*^—! 
Das  1.  Polynom  durch  3,  das  2.  durch  4  dividiert: 


18a;"  —  39a;'  +  6a;*  —  5 1  x'  +  30a;  —  24  und 
40a;'^  —  124  x^  +  128.«*  —  1 12  a;'  +  20  x  —  48. 
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Nun  ist 

(9 «^  +  5 ab^  +  2 ft^) : (3a  +  h)  =  ^a  —ah +  1h^; 
{\2a  -  2a  b  —  b  ab^  —  b"")  :(^a  +  b)  =  i  a  —2  ab  ~  b 

Folglich  ist  das  gesuchte  kleinste  gemeinsame  Vielfache 
=  (3a  +  b)i3a^  —  ab  +  2b^)  (4 a'  —  2a&  —  ^»'). 


2.  Beispiel. 

4a +  15 6a  +  l 

20a^  +  27ö— 14         30«^  — 67«+ 22 


zu  addieren! 


Zunächst  ist  der  Generalnenner  der  Brüche,  d.  h.  das  kleinste 
gemeinsame  Vielfache  der  beiden  Nenner  zu  suchen.     Daher: 


20«^  +  27a— 14:30a^  — 67«  +  22=? 


Dafür  (mit  3  multipliciert) ; 


60«  +81  «  —  42:30«-  — 67a +  22  =2 
60«'— 134«  +  44 


215«  —  86     durch  43  dividiert  und  als  Divisor 
benutzt:       ,       ^  s 

(30«^  — 67« +  22):  (5  «  —  2)  =  6«— 11 


30«^— 12« 


—  55«  +  22. 
Da  5 «  —  2  das  gröfste  gemeinsame  Mafs  und 
20«^  +  27«— 14:5«  — 2  =  4«  +  7 
30«^— 67« +  22:  5«  — 2  =  6«— 11, 
so  kann  die  Aufgabe  geschrieben  werden: 

4«+15 6«  +  l 

(5«  — 2)(4«  +  7)        (5«  — 2)  (6«  — 11) 

_        (4a+15)  (6«— 11) (6«+  1)  (4«  +  7) 

~  (5«  — 2)(4a+7)(6«— 11)       (5«  — 2)(6a  — ll)(4«+7) 
_24«^  +  46«— 165  — (24«'  +  46«  +  7) 
"~  (5«  — 2)  (4«+7)  (6«— 11) 

—172 172 

"~  (5a— 2)  (4a+7)  (6«-  11)  ~  (5«— 2)  (4«+7)  (11  —  6«) ' 


§.  68.    Eigenschaften  der  Zahlen.     Zahlentheorie. 

(Ergänzung  des  §.  23.) 

1.     Es  ist  100  :  13  nicht  teilbar.     Setzt  man   beliebige  Zahlen 
z.  B.  6  oder  11   als  Quotienten,  so  erhält  man  nach  §.  13,  29: 
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100 
13 

^6- 

100- 

—  13-6 
13 

=  6  +  - 

22 

13' 

100 
13 

^11 

,    IOC 

-r 

1-13-11 
13 

=  11 

+  - 

-43 
13    ' 

00 : 

13  giebt 

also  die  Reste: 

100  — 

13-    6  = 

22 

100  — 

13-    7  = 

9 

100  — 

13-    8  = 

—    4 

100  — 

13-   9  = 

—  17 

100  — 

13-10  = 

—  30 

100  — 

13-11  = 

—  43 

u.  s. 

w. 

Die  Keste,  welche  man  bei  der  Division  100:13  erhält,  sind 
also  in  100 — 13Ä:  enthalten,  wenn  k  irgend  eine  ganze  (posit.  oder 
negat.)  Zahl  bedeutet. 

Anstatt:  „100  giebt  durch  13  dividiert  den  Rest  22  (oder  —  43 
u.  s.  w.)"  drückt  man  sich  in  der  Zahlentheorie  auch  aus: 

,,22  ist  ein  Rest  {Residuum)  von  100  nach  dem  Modul  13." 

Abgekürzt:  res.  100  {mod  13)  =  22 (A) 

Da   die    sämtlichen  Reste   von    100    nach    dem  Modul  13    in 
100  —  13A'  enthalten  sind  (s.  oben),   so  kann  man  auch  schreiben: 
res.  100  {mod  13)  =  100  —  13  k. 

Allgemein:     Die   Reste   von   a   nach   dem    Modul   m   sind 

a  —  mk. 

Abgekürzt :  res.  a  (mod  m)  =  «  -  mk. 

Ist  r  ein  bestimmter  Rest  von  a  nach  dem  Modul  7n,  so 
schreibt  man: 

res.  a  {mod  m)  =  r,     (Vergl.  oben  A). 

1,  Beispiel.  Die  Reste  von  37  nach  dem  Modul  7  sind 
37  —  Ik.     Daher  z.  B. 

=  37  —  7-0  =  37 

=  37  —  7-1  =  30 

=  37  —  7-5=   2 

=  37  —  7-6  =  —    5 

=  37  — 7-7=— 12  U.S.W. 

aber  auch  =37  —  7  ( —  1)  =  44 

=  37  — 7  (—2)  =  51  u.  s.w., 
denn  nach  §.  13,  29  ist 

37  ,        37-7  (-2)  ,       51 

7  "^  7  ~         "^    7  ' 

also  51  ein  Rest. 
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«  —  TW  (A' +  !)=(«  —  mk)  —  m  [d.i.  nach  vorst.  Gleichung  B] 
=  r  —  w  [negative  Zahl,  da  r<w]=  — (»i  —  r). 

Eine  Zahl  a,  die  also  nach  dem  Modul  ;;*  den  kleinsten  posi- 
tiven Rest  r  giebt,  hat  auch  den  negativen  Rest  —  {m  —  ;•)»  bei 
welchem  die  absolute  Zahl  m  —  r  gleichfalls  <  m  Ut 

Beispiel.  Eine  Zahl  a,  die  nach  dem  Modul  17  den  Rest  H 
giebt,  mufs  auch  den  negativen  Rest 

_(17  — 13)  =  — 4 
haben. 


Probe : 

98 
17 

=  5  + 

98- 

—  17. 
17 

■5  _ 

98 
17 

=  6  + 

98- 

-  17- 
17 

L^_ 
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5  +  1^  (Rest  =  13). 

6  +  ^  (Rest  =-4). 

2.  Zusatz.  Da  k  jede  positive  oder  negative  Zahl  bedeuten 
kann,  so  lassen  sich  die  Reste  von  a  nach  dem  Modul  ?)i  auch 
a-\-mk  schreiben;  oder: 

res.  a  {niod  »0  =  «  +  /^'/>  • 

Beispiel,     res.'il  {modl)  =  Zl -\-lk. 
Setzt  man  hier  k  =  —  5,  so  erhält  man: 

;w.37  (;wo<?7)  =37+7(— 5)  =  2,  wie  oben! 

2.  Giebt  eine  Zahl  a  durch  13  dividiert  den  Rest  5,  so  kann 
man  dies  nach  §.  13,  29  schreiben: 

13  ^13' 

wo  k  irgend  eine  ganze  Zahl  ist.     Dies  mit  13  multipl.: 

ö=13A:-|-5. 

Oder:  Die  Zahlen,  welche  nach  dem  Modul  13  den  Rest  5  geben, 
haben  die  Form  13ä-|-5. 

Beispiele. 

Die  Zahlen       13- 10  +  5  =  135 
13-(— 6)-|-5  =  — 73 
müssen  nach  dem  Modul  13  den  Rest  5  geben. 
Probe:  135        ,      ,     5 


13  '13 

Allgemein:     Ist  a   eine  Zahl,    die    nach    dem    Modul  7)i   den 

Rest  ;*  giebt,  so  ist: 

ü  7'  .  . 

=  A- H ,  folglich  (mit  m  multipl.): 

a  =  mk  -\~  r. 

^Mithin  können  die  Zahlen,    welche  nach  dem  Modul  )n  einen 
bestimmten  Rest  r  geben,  „;«A-f-r"  (oder  nach  §.23,7  auch: 

r'^+r)  geschrieben  werden. 

1.  Zusatz. 

Umgekehrt :  Ist  a  =  km  +  r,  so  gilt : 

7-es.  a  {mod  m)  =  ;•. 


\T4:  §•  ^^'     Eigenschaften  der  Zahlen.     Zahlentheorie. 

Beispiel. 

123=17-7+4,  folglich:  res.  123  {fnodl)  =  A. 

2.  Zusatz.     Sind  k,  k',  p  ganze  Zahlen,  so  haben  die  Zahlen 
km  -\-r  =  a  und  k'jii  -[-r  =  h 
nach  dem  Modul  m  gleiche  Reste  (den  Rest  r). 

Ist  nun  k'  um  p  gröfser  oder  kleiner  als  k,  so  gehen  die  vor- 
stehenden Zahlen  über  in: 

a    und     (A'  +  /))m  +  r,  oder 

a     und     km-\-?^^pm,    oder,    da 

km -\-r  =  a  ist : 
«     und     a  +  />w«. 

Eine  Zahl  hat  also  mit  einer  andern,  die  um  ein  Vielfaches 
des  Modul  gröfser  oder  kleiner  ist  als  jene,  nach  demselben  Modul 
gleiche  Reste.     Oder: 

Ist  J=  Qd-\-  B,  also  Ä  um  ein  Vielfaches  von  d  gröfser 

A  B 

als  B,  so  giebt  —r  denselben  Rest  wie  -y-      (Vergl.   auch 

~  =  £)  +  -|-mit  §.  12,  29,  3.  Zus.) 

Beispiel. 
100  und  100+ 13Ä',  z.B.  100  und  100  +  13.8  =  204,  haben  nach 
dem  Modul  13  gleiche  Reste. 

Probe:  100:13=    7,  Rest  9; 

204:13  =  15,  Rest  9. 

Anmerkung.  Haben  daher  a  und  h  =  a-\-km  denselben 
Rest  r,  so  ist  i  —  «  =  ö  +  km  —  «  =  km  =  V^^^  (s.  §.  23 ,  7),  oder 
b  —  a  ist  durch  ?n  teilbar. 

Ist  die  Differenz  zweier  Zahlen  (wie  vorstehend  b  —  (/)  durch 
m  teilbar,  giebt  also  jede  nach  dem  Modul  ?n  denselben  Rest  (r), 
so  schreibt  man  dies  auch: 

«  =  &  {mod  m), 
gelesen:  „a  congruent  b  nach  dem  Modul;«". 

Eine  solche  „  Congruenz"  bedeutet  mithin,  dafs  a  —  ^  durch 

m  teilbar,  oder  a  —  b  ein  Vielfaches  von  m.  oder eine  ganze 

m  ° 

Zahl  ist. 

Beispiele. 

31^11  {modo)\  denn  31  —  11   durch  T)  teilbar. 
— 7^29  (/«or/9);  denn  —7  — 29  =  — 36  durch  9  teilbar. 
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3.     Giebt  a  nach  dem  Modul  m  den  positiven  Rest  r  (<  m), 
so  giebt         — «     „         ,,         „        „      „  „  ,,     m  —  r 

und  pm  —  a     „         „         „       „  denselben  posit.  „     in  —  r. 

Beispiele. 

100  giebt  nach  dem  Mod.  7  den  pos.  Rest  2 

^  =  14  +  4 


—  100  giebt  nach  dem  Mod.  7  den  pos.  Rest  7  —  2  =  5 

100  .-    ,    5 

=  —  lo  + 


7  '7 

19-7—100  =  33  giebt  nach  dem  Mod.  7  den  pos.  Rest  7  —  2  =  5 

Beweis.       a=^km-\-r  (s.  oben),  folglich  (mit  —  1  mult.) 

—  ft  =  ( —  k)  m  —  r  =  [( —  k  —  \)m-\-  w«]  —  r,  d.  i. 

—  «  =  ( —  k  —  \)m-];-{m  —  r). 

Nach  Satz  2,  2.  Zusatz  aber  hat  — a-\-pm,  d.i.p?}i  —  a  den- 
selben Rest  wie  — a,  also  auch  denselben  Rest  ?}i  —  r. 

4. 

Die  Reste  von  37  nach  dem  Mod.  7  sind  ....  IG,  9,  2.  — 5, 

-12,....; 

n         «        n     49      „         „        „     13     „     ....23,  10,        o, 

-16,.... 
(s.  die  beiden  Beispiele  des  1.  Satzes). 

Es  ist  also  der  „absolut  kleinste  Rest"  von  37  nach  dem 
Modul  7  die  Zahl  2,  weil  von  allen  Resten  nur  dieser  die  kleinste 
absolute  Zahl  hat.  Der  absolut  kleinste  Rest  von  49  nach  dem 
Mod.  13  ist  — 3,  weil  dieser  von  allen  Resten  die  kleinste  abso- 
lute Zahl  hat. 

Die  kleinsten  positiven  Reste  von  a  nach  dem  Modul  6  sind 
1,  2,  3,  4,  5.     Hat  aber  die  Zahl  a  die  positiven  Reste 

3  4  5 , 

so  hat  sie   (nach   dem   1.  Zus.  des  1.  Satzes)  auch  resp.  die  nega- 
tiven  Reste:       _(6_3),    _(G-4),    -(6-5),    d.i. 
-3,  -2,  -1. 

Statt  der  Reste  1,2,     3 ,        4 ,        5     kann  man  also 

die  Reste  {^'  ^'     ^\ 

*■  —  3,  —  2,  —  1    setzen. 
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SO  dafs  der  absolut  kleinste  Rest  nach  dem  Modul  6  (gerade  Zahl!) 
nicht  gröfser  als  3  f=-x-j  sein  kann. 

Die    kleinsten    positiven    Reste   von    a   nach    dem    Modul  1 1 
sind:  1,  2,  3,. ...9,  10.    Hat  aber  die  Zahl  a  die  positiven  Reste 

5,  6,  7, 

so  mufs  sie  auch  resp.  die  negativen  Reste: 

—  (11-5),  -(11  —  6),  —(11—7),....,  d.i. 
—  6,  — 5,  — 4     haben. 

Statt  der  Reste: 

1,    2,     3,     \,     5,       6,         7,        8,        9,         10 
kann  man  also  die  Reste: 

1,     2,     3,     4,     5,    -5,    -4,    -3,    -2,    -1 
setzen,  so  dafs  der  absolut  kleinste  Rest  nach  dem  Modul  11   (un- 
gerade Zahl!)  nicht  gröfser  als  5  (<C~^)  sein  kann. 

Allgemein:     Die  absolut  kleinsten  Reste  nach  dem  gerad- 
zahligen Modul  m  sind  in  der  Zahlenreihe 

m  —  2       m        ,    , 
1,     2,     3, ,  — ^r—  ,    —  enthalten. 

Die   absolut   kleinsten  Reste   aller  Zahlen   nach  dem  un- 
geradzahligen  Modul  m  sind  in  der  Zahlenreihe 

1 ,     2,     3, ,    — - — ,    — - —  enthalten. 

5.     Allgemeine  Theorie  der  Kettendivision. 
Auf  die  Zahlen  a  und  h  mag  die  fortgesetzte  Division  (siehe 
§.  23,  14)    angewandt   werden.     Hierbei   mögen   die  Quotienten  so 
gewählt   werden,    dafs  die  Reste  stets   die  absolut  kleinsten  sind. 
Schematisch  würde  man  also  erhalten : 

a:h==q^  (der  1 .  Quot.) 
bq^  subtr. 
-.{a  —  hq^)  (I.Rest!) 

Der  Kürze  wegen  mögen  die  Quotienten  der  Reihe  nach 
™it  ^j,  q.„  q.^  .  .  .  .,  die  Reste  mit  r^,  r.^,  i\  .  .  .  .,  der  letzte  Rest 
mit  r^  bezeichnet  werden,  so  dafs 

a  durch  b  dividiert  den  kleinsten  Rest  r^, 

^'i      «      r.,       „  „  „  „     i\  giebt 

u.  s.  w. 
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Somit  gestaltet  sich  das  Schema: 


a:h  =  q^ 

bq^  subtr. 

b\}\  =  q.. 

r^q.^  subtr. 

^V-    ^2  =  ^.5 

r^fh 

^4 


''k-,-'\-,  =  ^,-,     (C) 


*  -  3  •  '  k 


^.rr,_^  =  q,     (B) 
(A) 


Da  die  Division  durch  r^  aufging,  so  ist  (siehe  K)  der  letzte 
Dividend  r ^_^  =  Quotient  X  Divisor  =  q^^y'i\,  folglich  ist  der 
vorletzte  Rest  r^_^  (siehe  B)  ein  Vielfaches  des  letzten  Restes  i\ 
(siehe  A).  Nun  aber  ist  (siehe  B):  ^Minuend  r^_.,  =  Subtrahend 
+  Rest  ^  r^_^^^-|-/-^,  und  da  beide  Zahlen  i\_^  und  r^  Viel- 
fache von  r^  sind,  so  ist  (nach  §.  23,  9)  auch  die  Summe 

d.i.  (siehe  C)  r^_.^  ein  Vielfaches  von  r^.     Eben  so  ist 

und  da  rj^_^  und  i\_^  Vielfache  von  i\  sind,  so  itt  auch  i\__^ 
ein  Vielfaches  von  r^.  Setzt  man  dies  rückwärts  schreitend  fort, 
so  findet  man  zuletzt,  dafs  h  und  a  Vielfache  des  letzten  Restes 
(resp.  des  letzten  Divisor)  r^  sind,  oder  dafs  a  und  b  die  Zahl  i\ 
als  gemeinsames  Mafs  haben. 

Ferner  ist  (s.  §.  23,  9)  jedes  Mafs  von  a  und  b  auch  ein  Mafs 
von  a — bq^,  d.  i.  von  r^,  jedes  Mafs  von  b  und  r^  ein  ^Nlafs  von 
h  —  ^1^^,  d.i.  von  r,  u.  s.  w.  So  findet  man  zuletzt,  dafs  jedes 
Mafs  von  a  und  b  auch  ein  INIafs  des  letzten  Restes  (des  letzten 
Divisor)  r^  sein    mufs,    folglich   können  a  und  b  kein   gröfseres 

Scharig,  Lehrbuch  der  Arithmetik.    II.  Teil.  12 


178  §•  ^^-     Eigenschaften  der  Zahlen.     Zahlentheorie. 

gemeinsames  Mafs  als  r^  haben.  Mithin  ist  der  letzte  Divi- 
sor r^  nicht  blofs  ein  gemeinsames  Mafs  von  a  und  h,  sondern 
das  gröfste  gemeinsame  Mafs  dieser  beiden  Zahlen. 

6.     Besondere  Arten  von  Zahlen  (Ergänzung  zu  §.  22). 

I.  Unter  „Keilzahl"  versteht  man  das  Produkt  dreier  Prim- 
zahlen. 

Beispiel.     5-lM3  =  715. 

II.  Ungerad  ungerade  Zahl  {impariier  impar)  ist  das  Produkt 
zweier  ungeraden  Zahlen. 

Beispiel.     9-13  =  117. 

III.  Gerad  gerade  Zahl  {pa?i(er  par)  ist  eine  solche,  die  sich 
bis  auf  1  halbieren  läfst  (also  eine  Potenz  von  2).     Z.  B.  32. 

IV.  Ungerad  gerade  Zahl  {pariter  impar  oder  impariter  par) 
ist  eine  Zahl,  deren  Hälfte  ungerade  ist.     Z.  B.  14. 

V.  Eine  Zahl  ist  eine  vollkommene  {numerus  pcrfectus), 
wenn  sie  gleich  der  Summe  aller  ihrer  Mafse  ist,  sie  selbst  aus- 
geschlossen.    Z.  B.  28,  denn  28  =  1+2  +  4  +  7+1 4. 

Lehrsatz.     Ist  2" — 1    eine  Primzahl,    so   ist  (2"  — 1)-2"~ 
eine  vollkommene  Zahl. 

Beweis.  Der  I.Faktor  (2"  —  l)  enthält,  da  er  Primzahl  ist, 
nur  die  Mafse  1  und  2"— 1,   der  2'«  (2""')  aber  die  Mafse  1,  2, 

2',  2% ....  r-\ 

Multipliciert  man  daher  nach  §.  25,  3  jede  der  beiden  Zahlen 
des  nachstehenden  ersten  Faktors  mit  jeder  der  n  Zahlen  des 
2.  Faktors 

[l  +  (2"-l)]  [1  +  2  +  2^+.... +2"-^] (Z) 

so  erhält  man  sämtliche  Zahlen  (Mafse),  die  in  (2"  —  l)  -2""  auf- 
gehen. 

Die  letzte  dieser  Zahlen  ist  hierbei  das  Produkt  aus  der  letzten 
Zahl  des  1.  Faktor  und  der  letzten  Zahl  des  2.  Faktor,  also 

=  (2"-l).2"-\ 
Dies  ist  aber  die  gegebene  Zahl  selbst. 

Ist  nun  die  Summe  der  sämtlichen,  auf  diese  Weise  bestimm- 
ten Zahlen  ohne  diese  letzte  =  der  gegebenen  Zahl,  so  ist  die 
gegebene  Zahl  eine  vollkommene. 

Um  aber  die  Summe  dieser  Zahlen  (die  gegebene  selbst  in- 
begriffen) zu  bestimmen,  ist  es  nicht  nötig,  sie  einzeln  zu  addieren, 
vielmehr  mufs  das  berechnete  Produkt  Z  diese  Summe  unmittelbar 


§.  6S.     Eigenschaften  der  Zahlen.     Zahlentheorie.  179 

geben.     [Denn  bildet  man  z.  B.  aus  (a  -hb)  {c-jr  d)  die  4  Zahlen 
ac-\-hc-\-  ad  -{-  bd,  so  mufs  selbstverständlich  das  Produkt 

ia-\-b)ic  +  d) 
die  Summe  dieser  4  Zahlen  sein.] 

Das  Produkt  Z  aber  ist,  weil  sich  im  1.  Faktor  +1  —  1  hebt: 
=2"(l  +  2+2'+  ....  2"-')=2"(2"— l)  [s.  §.  61,  3,  2.Zus.] 
Da   hiervon  jene   letzte  Zahl   (d.  i.  die  gegebene  Zahl  selbst) 
abzuziehen  ist,  so  ist  die  Summe  der  übrigen  Mafse: 

=  2"(2"— l)  — (2"  — 1)2"~'  =  (2"  — l)  (2"— 2""^) 

=  (2"_l).2"~^(2—  1)  =  (2"  — 1)-2"~\ 

Dieser  Ausdruck  aber  ist  ^ der  gegebenen  Zahl,  folglich  ist  die- 
selbe eine  vollkommene  Zahl. 

VI.  Eine  Zahl  ist  eine  abundante  oder  überfliefsende 
Zahl  (numerus  abundans),  wenn  die  Summe  aller  Mafse  ohne  die 
Zahl  selbst  gröfser  als  die  Zahl  ist. 

Beispiele. 

12,  denn  1  +  2 -+- 3 +  4  +  6  >  12. 

42,      „      1 +2 +  3  +  6  + 7 +  14 +  21  >  42. 

6m  ist  eine  abundante  Zahl;  denn  die  (nach  §.25,3)  aus 
(1+2)  (1  +3)  (1  +«)  gebildeten  Zahlen  geben  summiert: 

3-4-(l+?0=12  +  12w. 
Da  aber   die  Zahl  6w   selbst  nicht  inbegriffen  sein  soll,   so  ist  die 
Summe    aller    übrigen   Mafse    =12  +  12 w  —  6«  =  6w+12,    also 
noch   um  12  gröfser  als   die  Zahl  selbst.     Ist  n  eine  Produktzahl, 
so  wird  die  Summe  sogar  noch  gröfser. 

YII.  Ist  die  Summe  der  Mafse  der  Zahl  a  =  der  Zahl  b 
imd  die  Summe  der  Mafse  der  Zahl  b  =  der  Zahl  a,  bei  welchen 
Summen  die  Zahlen  selbst  ausgeschlossen  sind,  so  sind  a  und  b 
amicable,  befreundete  oder  Freundschafts-Zahlen. 

Beispiel.     220  und  284;  denn: 

die  Mafse  von   220   sind    1,  2,  4,  5,  10,  11,  20,  22,  44, 

55,  110,  und  die  Summe  derselben  =284; 
die  Mafse  von  284  =  1,  2,  4,  71,  142,   und  die  Summe 

derselben  =220. 

Lehrsatz.     Die  beiden  Zahlen: 
a.    2"  +  '-(l8-2-"-l) 
und    b.    2"-^'-(3.2"  — l)(6-2"-l) 
sind  stets  Freundschaftszahlen,  wenn 

3-2"— 1,  6-2"— 1   und  18-2'"- 1 
Primzahlen  sind. 

12* 
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Beweis.     Um   die  Teiler  der  Zahl  a   zu   finden,    hat   man 
zu  berücksichtigen,  dafs  dieselben  aus  2  Faktoren: 

1)  2"  +  '  und 

2)  18-2'"—  1  (Primzahl)  bestehen. 
Nach  §.  25,  3  erhält  man  mithin  die  Teiler  aus 

[l  +2H-2'+2'+  ....  -|-2"+2"+']-[i  +  (l8-2'"  — l)]. 

Durch  die  Multiplication  der  beiden  Faktoren  erhält  man  die 
Summe  der  Teiler.     Sie  ist  daher: 

=  (l4-2-h2'+ +2"  +  ') -18 -2'" 

=  18.2'"-(2"+'  — l).     (Siehe  §.  61,  3,  2.  Zus.) 

Da   jedoch    die    Zahl  a    ausgeschlossen    sein    soll,    so    ist    die 
Summe  der  übrigen  Teiler  der  Zahl  a; 

=  18-2'"(2"  +  '-l)— 2"  +  '(l8-2'"  — l) 

=  18-2'"[2"+'— 1— 2""^']4-2"+' 

=  18.2^''[2-2"+'  — 1— 2"  +  ']+2"  +  ' 

=  18-2'"(2""^'  — 1)+2"'^\ 

Diese  Summe  aber  ist  der  Zahl  b  gleich,  denn  diese  ist: 

=2""*"' (3  •  2"  —  l)  (6  •  2"  —  l)  =2""^^  (l8  •  2'"  —  9  •  2"  +  l) 

=  18«2^"~*"^ f)  .  O^n  +  l     I    f)?i+l 

=  18-2"''-2""^^—  9-2-2''"  +  2"'^^ 

=  18-2'"(2"  +  '  — 0+2"+' (A) 

Die  Teiler  der  Zahl  b  ergeben  sich  nach  §.  25,  3  aus  ihren 

Faktoren:    2""*"^  3-2"  — 1,  6-2"  — 1,    wovon    die    beiden   letzten 
Primzahlen  sind,  durch 

[l  +  2  +  2^'+....+2"  +  ']  [l  +  (3.2"-l)]  [H-(6.2"-0J 
und   da  nicht  die  Teiler  selbst  gesucht  werden,   sondern  nur  ihre 
Summe,  so  ist  diese  das  Produkt  der  3  Faktoren: 

=  (l_^2+2'+ +2""^')- 3  •2"- 6-2" 

=  18-2'".(2"  +  '-l)- 
Da  jedoch  die  Zahl  b  selbst  ausgeschlossen  ist,  so  mag  diese 
noch  in  der  Form  A  abgezogen  werden.    Die  Summe  der  übrigen 
Teiler  ist  daher: 

=  18-2'"(2"  +  '  — l)  — [lS-2"'(2"  +  '-l)+2""'] 
=  18-2'"[(2.2"'^'-l)-(2"  +  '  — l)]— 2"  +  ' 
__  10.9-".  o""^^ ••) "  + 1 

=  2''  +  '(l8-2'-"  — l)  =  der  Zahl  a. 
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VIII.  Eine  Produktzahl,  die  zu  einer  andern  Produktzahl 
prim  ist,  heifst:  numerus  primus  ad  alfenim.  Z.  B.  36  in  bezug 
auf  55. 

7.  Eine  von  den  3  ganzen  Zahlen  a-\-b,  a  —  h,  ab  ist  immer 
durch  2  teilbar. 

Beweis.  Ist  a  oder  h  gerade,  so  ist  der  Satz  selbstverständ- 
lich.    Sind  beide  ungerade,  und  zwar  «  =  2n  +  1,  i  =  2r-f-l,  so 

ist   a4-&  =  2n  +  l  4-2r+l  =  2?i  +  2r-l-2  =  2(;i  +  ^'+l) 
wegen  des  Faktor  2  eine  gerade  Zahl,  aber  auch 

gerade. 

8.  Eine  von  den  3  Zahlen  a-\-h,  a  —  h,  ab  ist  immer  durch 

3  teilbar. 

t 

Beweis. 

I.Fall.  Ist  öoder^^3?2,  so  ist  ab=^Sbn  oder  =3ffn, 
folglich  durch  3  teilbar. 

2.Fall.     o  =  3n-hl,  ^  =  3r-hl.     Dann  ist 
a  —  &  =  (3 M  +  1 )  —  (3/-  +  1)  =  3  (n  —  r),    folglich   durch  3  teilbar. 

3.Fall.     a  =  d7i-\-l,  b  =  3r-{-2.     Dann  ist 

a  +  J  =  3w  +  1  +  3r  +  2 •-=  3w  +  3r  4-  3  =  3  (w  -I-  r  + 1), 
folglich  durch  3  teilbar. 

4.Fall.     a  =  3n-\-2,  b  =  Sr-{-\.     Dann  ist 
ö  +  ^  =  3(« +  7-4-1)! 

5.Fall.     ö  =  3«  +  2,  &  =  3r-|-2.     Dann  ist 
ö  —  //  =  3  («  —  r)  ! 

Anmerkung.  ^Iit«  =  3M+l,  b  =  3r^].  kann  der  Beweis 
abgekürzt  werden  (vergl.  den  1 0.  Satz). 

9.  ab\a  — b)   ist  stets  durch  6  teilbar,  denn  in 
ab{a-\-b){a  —  b)    mufs    eine  Zahl   durch  2,    aber   auch   eine  Zahl 
durch  3  teilbar  sein  (siehe  7.  und  S.  Satz). 

10.  ab{a^  —  bj  ist  stets  durch  3ü  teilbar. 

Beweis,  ab  {ff' -{- bj  {a^  —  bj  ist  nach  dem  O.Satze  durch 
6  teilbar.  Es  fragt  sich  also,  ob  die  Zahl  auch  durch  5  teilbar 
sei.  Ist  nun  a  oder  b  durch  5  teilbar  (also  a  oder  b  von  der 
Form  5w),  so  ist  die  Teilbarkeit  durch  5  selbstverständlich.  Mit- 
hin ist  nur  noch  nachzuweisen,  dafs  die  Zahl  auch  durch  5  teilbar 
ist,  wenn  a  oder  b  die  Form  5w+l  oder  57^  +  2  hat.  Nach 
dem  4.  Satze  sind  hierin  die  Formen  bn-\-3  und  5w-f-4  ent- 
halten, da  z.B.  5n-h3  =  5(n'— l)  +  3  =  5w'  —2. 
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Setzt    man    allgemein    a  =  bn-\-r,    &  =  5n  +  r',    wo    r   und 
r'=l,  2,  —  1,  — 2  sein  können,  so  wird 

a^  +  ft^  ^  (5  ?i  +  r)"^  +  (5  w  -f-  r  ) 
=  25w^+10wrH-r^+25w^  +  10nr'  +  ;-'^  d.i. 
a2+&2_  j.^_^(^2_|_^'2^  .  .  .  .  (A) 

Ist  nun  r  =  ^k,  r  ==  +  ä',  so  ist  r  — r    =k  — k  =0, 
folglich   A    durch    5    teilbar.      Ist  z.B.  a  =  bn  —  2,   6  =  5n  +  2, 
also  r  =  —  2,  r  ==+2,  so  ist 

r^  —  r'^  =  (—2f  — 2^  =  4  — 4  =  0. 
Ist  aber  r  =  +l,  r  ==  +  2  oder  r  =  +  2,  r  =+1,  so  ist 
r'  +  r"  =  (±2/  +  (+lf  =  5, 
folglich  A  durch  5  teilbar. 

Ist  aber  A,  d.  h.  entweder  a  -\-h    oder  a  —  h    durch  5  teil- 
bar, so  mufs  es  die  gegebene  Zahl  sein. 

11.      ah\a  — if')  ist  stets  durch  42  teilbar. 
Beweis.     Nach  dem  9.  Satze  ist 

durch  6  teilbar.  Mithin  ist  noch  zu  zeigen,  dafs  die  gegebene 
Zahl  auch  durch  7  teilbar  ist.  Ist  a  oder  b  durch  7  teilbar,  a  oder 
h  also  von  der  Form  In,  so  ist  die  Teilbarkeit  selbstverständlich. 
Ist  aber  a  oder  h  von  der  Form  ln-\-  \,  7n  +  2,  7^  +  3,  so 
ist  nachzuweisen,  dafs  dann  a"  —  b^ ^=\a  -\-ü)\a^  —  b),  also  ent- 
weder a  -\-b    oder  a  —  b   durch  7  teilbar  sein  mufs. 

Setzt  man   allgemein  «  =  7 »  -{-  r,  b  =  ln  -}-  r  ,   wo   r  und  r 
=  1,  2,  3,  — 1,  — 2,  — 3  sein  können,  so  wird 

«3  4-  ^,^  =  (7  w  +  rf  +  (7«  +  /  )'. 

Da  nun   die  3.  Potenz  von  7n  +  r  oder  ln-\-r    in  den  3  ersten 

Gliedern  den  Faktor  7 ,  im  letzten  Gliede  r  ,  resp.  r     haben  mufs, 

so  geht  a  +  b^  über  in  (  V^  +  ^^)  ib  (  ^i  +  ^    ) ,  d.  i. 

a'±b'=V,  +  {r'±r") (A) 

3/3 
Ist    nun    r=-^k,    /•  =  +  A-,    so   ist  entweder   r  +/•      oder 

r  — r  =k  — ^^  =  0  und  folglich  ist  A  durch  7  teilbar.  Ist  z.  B. 
a==ln  —  2,  b  =  ln-\-2,  also  r=  —  2,  ;-=  +  2  und  mithin 
k  =  2,  so  ist  (siehe  A): 

a'-}-b'=  V,  +  f(-  2)^^  +2''J  =  V.  +  (_  8  +  S)  =  l\. 
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Ist    ^^ibS,    ;•  =+1   oder  r  =  +l,    r  =+2,    so    nimmt 

entweder  r^  +  r     oder  r — r      die  Form  +(^  — ^  J^^lb"     ^^ 
und  A  ist  durch  7  teilbar. 

Ist  r^  +  3,  r  =+ '  oder  ;'==+!,  r  =+3,  so  ist  ent- 
weder r^  +  r'^  oder  /•'' —  r'^  =  + (3^  +  l^)  =  4:28. 

Ist  endlich  /•  =  4:3,  r  =  +  2  oder  ^  =  +  2,  ;-=+3,  so 
ist  entweder  r^  +  r      oder  ;■'  —  r    =  +  (3^+2^)  =  + 35. 

12.  a(a-f  1)  (2«4-])  ist  stets  durch  6  teilbar. 

Beweis.  Eine  der  Zahlen  a  und  a-\-\  ist  immer  durch  2 
teilbar.  Ferner  ist  eine  der  Zahlen  a(ö-f- 0  («  +  2)  durch  3  teil- 
bar. Ist  es  nun  a  und  a-\-\  nicht,  so  mufs  es  «  +  2  und  folg- 
lich auch  2  (ff  +  2)  sein.  Ist  aber  2  («  +  2)  durch  3  teilbar,  so  ist 
es  auch  '2  {a -\- '2)  —  o  ^  d.  i.  2  a  +  1. 

13.  p  —  1  ist  stets  durch  12  teilbar,  wenn  p  nicht  durch  2 
oder  3  teilbar  ist. 

Beweis.  Da  p  nicht  durch  2  teilbar  sein  soll,  so  hat  es  die 
Form  2n-\-\   und  es  ist 

y  —  1  =  (2  n  -f  1)"-'  —  1  =  4;i-  +  4;?, 
also  durch  4  teilbar. 

Da  ferner  p  nicht  durch  3  teilbar,  so  hat  es  entweder  die  Form 
3  n  +  1  oder  3  n  —  1 ;  dann  aber  ist 

/_l  =  (3n+lf  —  l  =  9n^  +  6w+l  — l  =  3w(3?2  +  2), 
folglich  durch  3  teilbar. 

Die  Zahl  p' — 1  ist  also  stets  durch  4  und  3,  mithin  durch  12 
teilbar. 

14.  Die  Summe  von  2  auf  einander  folgenden  Potenzen  einer 
Zahl  ist  stets  durch  das  Produkt  aus  dieser  Zahl  und  der  um  1 
scröfseren  teilbar. 

Beispiel.  2" +2"  +  '  ist  sets  durch  2-3  =  6, 
3" +3"-^^  „  „  „  3-4=12, 
7"  +  7""^'  „      „         „      7-8  =  56  teilbar. 

Beweis.     «"+«""^'=«"(1 +ö)  =  «(ff  +  l)-«""'. 

15.  Ist  a  prim  zu  h,  so  können  die  beiden  Zahlen 

a  -\-abx-\-b  y  und  a-\-hz 
von  den  Zahlen,  die  gröfser  als  1  sind,  nur  die  7aq\\\  y -\- z  {z  —  a), 
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oder   irgend    eines   ihrer   Mafse,    als   gemeinsamen  Faktor   haben 
(Satz  von  Schurig). 

Beispiel.     Die  Zahlen  a^-\-bab  —  Ib   und  a-\-Sb,  wo  jc=b, 
y  =  —  7,  z  =  8,  können  (aufser  1)  nur  die  Zahl 

—  7+8(8— 5)  =  — 7  +  8-3  =  17 
als  gemeinsamen  Faktor  haben  und  keine  andere  Zahl.    Setzt  man 
beliebig  a=10,  ö  =  3,  so  ist 

«^  H-  5  «i.  —  7  ^^'  =  1 0'  +  5  •  1 0  •  3  —  7  •  3^  =  1 87 
und  a  +  8ft=  10  +  8-3  =  34.     Beide  Zahlen  187   und   34  haben 
in  der  That  nur  17  als  gemeinsamen  Faktor! 

Beweis.  Man  wende  auf  die  ffegrebenen  Ausdrücke  die  Ketten- 
clivision  an: 

a  -\-  ab X  -{-b^ ij :  a  -{-  bz  =  a  -{-  h  {x  —  z) 
a  -\-abz 


ab{x  —  z)  -\-b  y 


ab  {x  —  2)  -{-b"  z{x  —  2) 

^^  [y  +  z  {z  —  x)]. 

Da  nun  das  gemeinsame  Mafs  von  2  Zahlen  auch  immer  ein 
gemeinsames  Mafs  aller  bei  der  Kettendivision  vorkommenden 
Dividenden,  Divisoren  und  Reste  sein  mufs  (s.  §.  23,  14,  1.  Zus.), 
so  kann  das  gemeinsame  Mafs  jener  gegebenen  Zahlen  nur  ein 
gemeinsames  Mafs  von  a  +  tz  und  Z>' [y  +  -  (^  —  xj]  sein,  b  kann 
dies  nicht  sein,  weil  a  prim  zu  b  ist  (s.  a-\-bz  mit  Rücksicht  auf 
§.23,  11),  folglich  kann  es  nur  die  Zahl  y-\-z{z  —  x)  und  keine 
andere  sein, 

Zusatz.     Ist  a  prim  zu  b,  so  können  die  Zahlen  0"  —  ab-\-b 
und  a-\-b  nur  die  Zahl  1  +  1  •  [1  —  ( —  1)],  d.  i.  3,  und  keine  an- 
dere Zahl  als  gemeinsamen  Faktor  haben. 

16.  Ist  z^=a-\-bx-\-  ex'  für  x  =  7n  (beliebige  ganze  Zahl) 
eine  Primzahl  =p,  so  ist  z  für  x=m-\-pk,  wo  k  eine  beliebige 
ganze,  von  0  verschiedene  Zahl  ist,  durch  })  teilbar. 

Beweis.     Setzt  man  x  =  7n-[-pk,  so  wird: 

z  =  ö  +  ^  (;«  +  pk)  +  c  (m  -\-pkf,  d.  i. 

z^a-\-bfn-\-  ein  +  bpk  +  2  cmp k  +  cp  A*  .  .  .  .  ( A) 

Da  nun  2  =  a  +  />a:  +  ca;'  für  x  =  f?i  in  a -\- bm -\- c  n' =  p 
übergehen  soll,  so  wird  aus  A: 

z  =p  +  bp  A-  +  2  cjnp  k  +  ep^  k^,  d.  i. 
z  =p  (1  -I-  ^,  A-  _h  2 cmk  +  ep  /.") 
und  z  ist  mithin  durcii  p  teilbar. 
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Es  kann  daher  wohl  der  Ausdruck 

a-\-bx-\-  ex'  für  x=  0,  1 ,  2,  3  .  .  .  . 
bis  zu  einer  ziemUch  grofsen  Zahl  lauter  Primzahlen  geben,  diese 
Zahlenreihe  für  x  mufs  aber  nach  obigem  Satze  stets  eine  begrenzte 
sein,  d.  h,  man  wird  bald  genug  auf  einen  für  x  zu  substituieren- 
den Wert  kommen,  der  a -\r  ^ x -\- c x^  in  eine  Produktzahl  ver- 
wandelt. 

So  findet  man  z.B.  für  z  ^  \V -\- x -\- x"  stets  Primzahlen, 
wenn  man  a;  =  0,  1,  2,  3,  4,  .  .  .  .  setzt.  Unser  Lehrsatz  zeigt 
nun,  für  welches  x  das  hier  gegebene  Trinom  eine  Produktzahl 
werden  mufs.     Setzt  mau  nämlich  x  =  ()  (also  w  =  0),  so  wird 

^  =  41-1-1.0-1-1  -0^  =  41, 

mithin  z  eine  Primzahl  (p  =  41),  und  folglich  muls  z,  d.  i, 

\\-\-x^x    für  a'  =  w-h7^A-=0-f  41A-, 

also   auch  für  a:  =  0-l-41'l=4l    durch  />  =  41    teilbar  sein.     In 

der  That  geht  \\-\-xArX    füra:  =  41  in  41 -f- 41 -|- 41^  über,  ein 
Ausdruck,  der  offenbar  durch  41  teilbar  ist. 

I.Zusatz.     Ist   z^a^hx-\-cx'   für   a;=^0    eine   Primzahl, 

also  2  =  a-|-^-0-|-C'0"^öf  eine  Primzahl ,    so  mufs  z  für  x  =  a 
durch  a  teilbar  sein,  denn  es  ist  alsdann: 

z  ^  a  -\-  ha  -^r  ca  =  a  {\  -\-  b  -\-  ac). 

Da  nun  z.B.  ^  =  41+^  +  ^  für  a:  =  0  die  Primzahl  41 
giebt,  so  mufs  z  für  a:  =  41  durch  41  teilbar  sein. 

2.  Zusatz.  Ist  b  -\-  cx^a,  so  gelit  z  =  a-\-hx-\-  ex'  über 
in  a-{-{h  -\- ex) x  =^ a  -\- ax ^=  a{\  -\-x)  und  mithin  mufs  z  durch  a 
teilbar  sein. 

So  mufs  z.  B.  A\-\-x-\-x,  avo  ö^41,  h=\,  c=l  für 
l>-\-  ex  =  a,  d.  i.  für  1  4- 1  •  a:  =  4 1 ,  also  für  x  =  40  durch  «  =  41 
teilbar  sein.     In  der  That  ist  alsdann 

2  =  41 +40-1-40'  =  41  +40  (1-1-40)  =  41 -1-40 -41 
=  41.(1+40), 
folglich  durch  41   teilbar. 

41+a;  +  .i;"'  kann  mithin  nur  noch  für  a;  =  0  bis  a'^39 
lauter  Primzahlen  geben. 

17.  Bedeuten  a,  b,  e  Primzahlen  und  ist  a"  b^  c^  =  /<^,  so 
ist  jede  der  Zahlen  «,  /?,  r  durch  m  teilbar. 

Beispiel.  2,  3,  5  sind  Primzahlen  und  2-3  •5"  =  360, 
folglich  mufs  jeder  jener  Exponenten  6,  4  oder  2  durch  den  Ex- 
ponent 2  der  rechten  Seite  teilbar  sein. 
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Beweis.  Enthält  die  Zahl  k:  n  Faktoren  a,  ist  also  k  von 
der  Form  a"  f?,  so  ist  A'"  =(«"</)  ^^d^" d"^  und /i'"  enthält  dem- 
nach mn  (=  a)  Faktoren  a.  Da  mn  durch  m  teilbar,  so  ist  also 
«  durch  m  teilbar. 

18.  Ist  jede  der  n  Zahlen  a,  b,  c,  d  .  .  .  .  durch  k  teilbar,  so 
ist  das  Produkt  jener  n  Zahlen  durch  A"  teilbar. 

Beweis.     Ist  a  =  ka  ,    b  =  kb  ,    c  =  kc  ,  .  .  .  .,  so  ist 
abcd  .  .  .  .  =^ ka  •  kb  '  kc   .  .  .  .  =k'^  -  a  •  b  •  c   .  .  .  ., 
folglich   durch   A'*  teilbar. 

Beispiel.  Jede  der  4  Zahlen  10,  14,  JS,  22  ist  durch  2 
teilbar,  folglich  mufs  10- 14- 18-22  durch  '2\  d.  i.  durch  16  teil- 
bar sein. 

19.  Ist  eine  Zahl  p  durch  A  teilbar,  so  ist  jede  Potenz  von 
p  durch  eine  gleichhohe  Potenz  von  A  teilbar. 

Beweis.     Es  sei  p  =  ka,  folglich  ist 
p  ={ka)  =k  a 
und  mithin  durch  A"  teilbar. 

20.  Die  Summe  etlicher  Zahlen  a,  b,  c,  d  .  .  .  .  ist  durch  eine 
Zahl  A  nur  dann  teilbar,  wenn  die  Summe  der  Reste,  welche  bei 
der  Division  der  einzelnen  Zahlen  a,  b,  c,  d  .  .  .  .  durch  A  ent- 
stehen, durch  A  teilbar  ist. 

Beispiel.  18:7,  Rest  =  4;  22:7,  Rest=l;  37:7,  Rest  =  2. 
Da  nun  die  Summe  der  Reste,  d.i.  4  +  1-1-2^7  durch  7  teil- 
bar ist,  so  mufs  18  +  22 -|- 37  durch  7  teilbar  sein. 

Beweis.     Es  sei  -r-  =  m  mit  dem  Reste  a  ,  folglich 
A  = 

a  ci 

-j   =  m  -j — y—  oder 

a  =  mk  -\-  a    (s.  auch  den  2.  Satz). 
Eben  so :  b  =  nk-^b  ,  c  =pk  +  c    u.  s.  av. 

Damit  wird 

/  /  / 

a-\-b  -\-  c  .  .  .  .  =mk-\-a  -\-nk-\-b  -\-  pk -\-  c  +  .  .  .  . 

=  (//?  +  «+j3....)A  +  (a'-f  &'  +  c'+...) 
Ist  nun  a  -\-b  -|-  c  +  •  •  •  •  durch  A  teilbar,  d.  i. 
a  -\-b  -\-c    ....  =Sk,  so  ist: 

a-\-b  +  c ={m-\-n-\-p )  A  +  .VA 

=  {m-\-yi-\-p  .  .  .  .  +.V)A, 
also  durch  A  teilbar. 
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Anmerkung.  Auf  diesen  Satz  gründen  sieh  die  in  §.  24 
enthaltenen  Regeln  der  Teilbarkeit. 

21.  Das  Produkt  etlicher  Zahlen  a,  b,  c,  d  .  .  .  .  ist  durch 
eine  Zahl  k  nur  dann  teilbar,  wenn  das  Produkt  der  Reste,  welche 
bei  der  Division  der  Zahlen  a,h,  c  .  .  .  .  durch  k  entstehen,  durch 
k  teilbar  ist. 

Beispiel.     50:12,  Rest  2;  15:12,  Rest  3;  26:12,  Rest  2. 
Da  das  Produkt  der  Reste:    2-3 -2=  12  durch  12  teilbar  ist, 
so  mufs  50  «15 -26  durch  12  teilbar  sein. 

Beweis. 
a=^mk-\-  a    (wie  im  20.  Satze) ,  b  =  nk-]-b  ,  c  =pk  +  c  ,  .  .  .  . 

Nun  ist     a-b  =  {mk  +  «  )  {n^  +  ^  ) 

^=mnk  -}-(,«  n-\-b  m)k-\-a  b 
=  [fmi  k-\-  a  n-\-  b  m)  k-\-  a  b 
die  Form  also: 

ab  =  Mk  -\-  a  b  . 

Ferner  ist  a&  •  c  =  ( J/ä -f- a  b  )-{pk-\-c  ),  d.  i.  (der  Form 
nach)  abc  =  A-  A  +  «  b  c  . 

In  gleicher  "Weise  findet  man: 

abcde  .  .  .  .  =  Pk  -\-  a  b  c  d  e   .... 

Ist  nun  abc.    .  .  durch  k  teilbar,    d.  i.  «  6  c   ....  =Rk, 
so  ist  abcde  =  Pk-\-Rk  =  {P-{-R)k, 

also  durch  k  teilbar. 

22.  Ist  a  prim  zu  bc,  so  ist  auch  a  prim  zu  b  (oder  a  prim 
zu  c). 

Beweis.  Wäre  a  nicht  prim  zu  b,  sondern  hätten  a  und  b 
das  gemeinsame  Mafs  m,  so  dafs  a^nm,  b  =  ßm,  so  würden  sich 
die  Zahlen  a  und  bc  durch  «m  und  ßmc  darstellen  lassen.  Beide 
hätten  alsdann  das  gemeinsame  Mafs  m  und  folglich  wäre  a  nicht 
prim  zu  bc  (gegen  die  Voraussetzung). 

23.  Ist  ac  durch  b  teilbar,  a  nicht  durch  b  teilbar,  so  ist 
c  durch  b  teilbar.  Oder:  Ist  a  prim  zu  b  und  b  ein  Mafs  von  ac, 
so  ist  b  ein  Mafs  von  c. 

Beispiel.  Ist  159-266  durch  38  teilbar,  38  prim  zu  159, 
so  mufs  266  durch  38  teilbar  sein. 

I.    Specieller  Beweis  in  bezug  auf  vorst.  Beispiel. 
Da  38   prim    zu    159,   so  mufs  die  Kettendivision  als  letzten 
Rest  (Divisor)  1  geben. 
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4 


159: 

38 

152 

38 

1- 

=  5 

35 

7 

:  3 

=  2 

6 

3 

1 

=  3 

3 

0. 

Es  ist  also       159  —  38-4  =  7  (I.Rest), 
38-    7-5  =  3  (2.    „    ), 
7—    3-2  =  1   (letzter  Rest). 

Diese  Gleichungen  mit  266  multipliciert  (nach  §.  11,  10): 

159-266  —  38-4-266  =  7-266;  ....  (A) 
38-266—    7-5-266  =  3-266;  .  .  .  .  (ß) 
7-266—    3-2-266  =  1-266; 

oder,  da  der  letzte  Rest  bei  relativen  Primzahlen  stets  1  sein  mufs: 
7-266  —  3-2-236  =  266  ....  (C) 

Nun  ist  nach  der  Annahme  159-266  durch  38  teilbar,  38-4-266 
aber  wegen  des  Faktor  38  auch  durch  38  teilbar,  folglich  ist  (nach 
§.23,8)   auch: 

159-266  —  38-4-266,  d.i.  (s.  A) 
7-266  durch  38  teilbar  ....  (D). 

Da  nun  38-266  wegen  38,  aber  auch  7-5-266  (siehe  D)  durch 
38  teilbar,  so  mufs  auch: 

38-266  — 7-5-266,  d.i.  (s.  B) 
3-266  durch  38  teilbar  sein  ....  (E). 

Endlich  ist  7-266,  aber  auch  3-2-266  (siehe  E)  durch  38 
teilbar,  folglich  auch: 

7-266  —  3-2-266,   d.i.  (siehe  C)  266  durch  38  teilbar. 

IL    Allgemeiner  Beweis. 

a:b  =^1,  Rest  j\,  (s.  5.  Satz),  d.i.  a  —  ^^yi=''i; 
b:r^=q.^,      „      r,,  d.  i.  b  —  j\ q,  =  r^ 
f'i  '•  f.,  =  q^ ,      „      r.j ,  d.  i.  ;•,  —  r^  q,  =  r, 


^■i_2:^'t-i=^*'  Rest  1  (letzte  Gleichung),  d.i. 
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Diese  Gleichungen  mit  c  ninltijiliciert: 
ac —  hq^c  =  )\c  .  .  .  .  (A) 
bc  —  t\q  c  =  r.,c  .  .  .  .  (B) 
^'l  ^  "^ '':i '?3  ^  = ''3  ^  .  .  .  .   (C) 


rj^_,,c  —  ''i-Z/i^'^^  •  •  •  •  (^^;  letzte  Gleichung). 
Da   der  Annahme    zufolge    ac  durch  h  teilbar  und  hq^c,    des 
Faktor  h  wegen  durch  h  teilbar,  so  ist  auch  (s.  §.  23,  S): 
ac  —  bq^c,  d.  i.  (s.  A.) 

r^  c  durch  b  teilbar (M) 

Da  femer  bc  durch  b  teilbar,  i\q.^c  durch  b  teilbar  (siehe  M), 
so  ist  auch:  ^,c-r^q.^c,  d.i.  (s.  B) 

r.^c  durch  b  teilbar  ....  (N) 
Nun  ist  i\c,   desgleichen  r.,q.^c  durch  J  teilbar  (s.  N),  folglich 
ist  auch:  r^c  —  r^/i.^c,  d.i.  (s.  C) 

r^c  durch  h  teilbar. 

So  weist  man  nach,  dafs  alle  Glieder  der  noch  auf  C  folgen- 
den Gleichungen  durch  b  teilbar  sind,  folglich  sind  es  auch  die 
Glieder  r^.^c  und  r^_.^q^c,  und  mithin  ist 

r,_.,c  —  r^_^q^c, 

d.  i.  (siehe  K)  c  durch  b  teilbar. 

24.  Derselbe  Satz  allgemeiner: 

Sind  a  und  b  relative   Primzahlen    und    ist   sowohl   ac  als 
auch  b  durch  m  teilbar,  so  mufs  c  durch  m  teilbar  sein. 

Beispiel.  Sind  437  und  45  relative  Primzahlen  und  ist  jede 
der  beiden  Zahlen  437-78  und  45  durch  3  teilbar,  so  müssen  78 
und  45  durch  3  teilbar  sein. 

Beweis.  Ist  m  ein  gemeinsames  ]\Iafs  von  ac  und  b,  so  ist 
m  auch  ein  Mafs  von  bq^  c,  d.  i.  (siehe  den  allgemeinen  Beweis 
des  23,  Satzes)  /«  ein  !Mafs  von  r^  c  u.  s.  w. 

So  beweist  man  zuletzt,  dafs  m  ein  Mafs  von  c  sein  mufs. 

25.  Ist  sowohl  a  als  auch  c  prim  zu  b,  so  mufs  ac  prim 
zu  b  sein. 

Beweis.  Hätten  ac  und  b  ein  gemeinsames  Mafs  (>  1),  so 
müfste   dieses    auch  ein  gemeinsames  .Nlafs  von  ac  und  bq^c,    also 
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ein  Mafs  von  ah  —  hq^c,  d.  i.  von  r^c  (siehe  A  im  allgem.  Beweis 
des  23.  Satzes),  folglich  auch  ein  Mafs  von  hc  und  r^q^^c,  mithin 
ein  Mafs  von  hc  —  r^q.^c,  d.  i.  von  r^c  sein  (siehe  B)  u.  s.  w.,  zu- 
letzt müfste  jenes  gemeinsame  Mafs  auch  ein  Mafs  von  c  sein 
(s.  K).  Dieses  Mafs  wäre  also  dann  ein  Mafs  von  c  und  h,  was 
unmöglich  ist,  weil  c  prim  zu  h  sein  soll. 

26.  Derselbe  Satz  allgemeiner: 

Ist  jede  der  Zahlen  a,  h,  c,  d  .  .  .  .  prim   zu  k,   so  mufs 
auch  das  Produkt  jener  Zahlen,  ahcd  .  .  .  .,  prim  zu  k  sein. 

Beweis.  Sind  a  und  h  prim  zu  /:,  so  ist  nach  dem  25.  Satze 
ah  prim  zu  k.  Ist  nun  sowohl  ab  als  auch  c  prim  zu  k,  so  mufs 
nach  demselben  Satze  ahc  prim  zu  k  sein  u.  s.  w. 

27.  Das  Produkt  P  mehrerer  Zahlen  a,h,  c,  d  .  .  .  .  ist  durch 
eine  Primzahl  p  nur  dann  teilbar,  wenn  wenigstens  eine  jener 
Zahlen  durch  2^  teilbar  ist. 

Beweis.  Da  dieser  Satz  schon  aus  dem  26.  hervorgeht,  so 
mag  hier  ein  2.  Beweis  aufgeführt  werden. 

a  lasse  durch  p  dividiert  den  Rest  a  ,  so  dass 
a  =pm  -\-  a  , 
eben  so   b  =^j)n  -\-  h  , 

c=pq  -{-  c    u.  s.  w., 
folglich  ist :  p=ahc  =  Qp  +  ab'  c   ....  ( vergl.  den  2 1 .  Satz). 

Soll  nun  jP  durch  7;  teilbar  sein,  so  müfste  es  auch  ahc..., 
sein.     Nun  kann  aber 

1)  7;  nicht  unter  den  Faktoren  a  ,  h  ,  c  ....  vorkommen, 
weil  diese  Zahlen  (als  Reste  einer  Division  durch  p)  kleiner 
als  p  sein  müssen; 

2)  kann  p  nicht  durch  Verbindung  kleinerer  in  a  ,  h  ,  c  .... 
u.  s.  Av.  enthaltenen  Faktoren  entstehen,  weil  p  eine  Prim- 
zahl ist. 

Folglich  ist  das  Produkt  ahc  ....  und  mithin  auch  I*  nur 
dann  durch  7;  teilbar,  wenn  einer  jener  Reste  =0  ist,  d.h.  wenn 
einer  der  Faktoren  a,  h  .  .  .  .  durch  p  teilbar  ist. 

28.  Potenzen  der  Zahl  /;  sind  durch  Zahlen  a,  h,  c  .  .  .  nicht 
teilbar,  Avenn  diese  prim  zu  p  sind. 

Beweis.  Ist  p  prim  zu  0,  so  ist  nach  dem  25.  und  26.  Satze 
auch  pp,  dann  7)/;7)  und  zuletzt  p"  prim  zu  0,  folglich  ist  7/  nichi 
durch  a  teilbar.     In  bezug  auf  h  u.  s.w.  ist  der  Beweis  derselbe. 
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Zusatz.     Ist  daher  --  ein  Bruch,   bei  Avelchem  a  prim  zu  b 
b 

f        also  ein  irreducibler  Bruch),    so  kann  (       j  ,  d.  i.  —^  weder 

eine  ganze  Zahl  sein,  noch  sich  kürzen  lassen,  weil  a    prini  zu  b 
sein  mufs. 

2.  Zusatz.  Ist  jede  der  Zahlen  «,  h,  c,  .  .  .  .  prim  zu;;,  so  ist 
daher  auch  jede  der  Zahlen  a  ,  6'",  c"  .  .  .  .  prim  zu  p  ,  d.  i.  zu;^ 
und  folglich  (nach  dem  26.  Satz)  das  Produkt  ab"'c'...  prim  zu  p. 
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31.  Umkehrung:  Ist  (jT  prim  zu  />",  so  ist  a  prim  zu  h. 
Insbesondere:  Ist  a  prim  zu  &",  so  ist  a  prim  zu  h.  Oder:  Ist 
a"  prim  zu  &,  so  ist  auch  a  prim  zu  h. 

Beweis.  Hätten  a  und  h  ein  gemeinsames  Mafs  (>  1),  so 
hätten  (nach  dem  30.  Satze)  auch  a  und  ö"  dasselbe  gemeinsame 
Mafs,  was  gegen  die  Voraussetzung. 

33.  Bedeuten  a,  h,  c  relative  Primzahlen  und  ist  ahc  eine 
n^^  Potenz  einer  Zahl,  z.  B.  =A-",  so  sind  a,  b,  c  ebenfalls  «'^, 
aber  nicht  höhere  Potenzen. 

Beweis.  Ist  a=oc",  «  eine  Primzahl,  so  ist  «"  prim  zu  b 
und  c,  weil  a  prim  zu  b  und  c,  und  folglich  ist  auch  «  prim  zu 
b  und  c  (s.  31.  Satz).  Mithin  können  b  und  c:  «  nicht  enthalten. 
Daher  kann  auch  in  «"  bc  \=  abc  ==  k") :  «  nicht  öfter  als  nnial 
vorkommen" 

33.  Haben  a'"  und  b"  ein  gemeinsames  Mafs  (>  I),  so  müssen 
a  und  b  ein  gemeinsames  Mafs  (>  1)  haben. 

Beweis.  Hätten  a  und  b  kein  gemeinsames  Mafs,  so  wäre 
auch  (siehe  30.  Satz)  a'"'  prim  zu  b",  was  gegen  die  Voraussetzung. 

34.  Ist  a  durch  b  und  auch  durch  c  teilbar,  b  aber  prim 
zu  c,  so  ist  a  durch  das  Produkt  bc  teilbar. 

Beweis.  Ist  a  durch  b  teilbar,  so  kann  man  a  =  bm  setzen. 
Da  nun  a  durch  c,  d.  i.  bm  durch  c  teilbar  und  b  prim  zu  c  ist, 

so  mufs  (nach  Satz  23)  m  durch  c  teilbar  sein.     Da  nun  —   teil- 

c 

,  .  ^         .     b     m     ^  .     b/n      ,        a       ... 

bar,  so  ist  auch   -, ,  d.  i.    -— -   oder  -~r-  teilbar. 

0      c  bc  bc 

35.  Ist  a  durch  b,  c,  d,  e  teilbar  und  sind  b^  c,  d,  e  unter 
sich  relative  Primzahlen,  so  ist  a  durch  bcde  teilbar. 

Beweis,  a  ist  nach  dem  34.  Satze  durch  {bc),  nach  der 
Voraussetzung  aber  auch  durch  d  teilbar,  folglich  ist  (s.  Satz  34) 
a  durch  {bc)-d,  d.  i.  durch  bcd  teilbar  u.  s.w.' 

36.  Ist  a  durch  b  und  c  teilbar  und  haben  b  und  c  ein 
gröfseres  gemeinsames  Mafs  als  1 ,  so  mufs  a  nicht  unbedingt  durch 
bc  teilbar  sein. 

Beweis.  Ist  das  geraeinsame  Mafs  von  b  und  c  =  m  (>  1), 
so  dafs  b=ßm,  c^^^-j-m,  so  ist  der  Voraussetzung  zufolge  sowohl 

-T— ,  als  auch  teilbar.      Wäre    nun    a    durch    bc,    d.  i.    durch 
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ßm-ym  oder  ßy^n  teilbar,  so  müfste  a  also  auch  durch  ßm'  und 
Ym'  teilbar  sein,  während  doch  nur  a  durch  ^m  und  y?)!  teilbar 
sein  soll.     (Vergl.  §.  23,  19). 

Beispiel.  120  ist  durch  6  und  durch  8,  nicht  aber  durch 
6-8,  d.  i.  durch  48  teilbar. 

37.  Dividiert  man  2  Zahlen  a  und  h  durch  ihr  gröfstes  ge- 
meinsames Mafs,  so  sind  die  Quotienten  relative  Primzahlen. 

Beweis.  Ist  a^mx,  h^iny  und  wären  x  und  ?/  keine 
relativen  Primzahlen,  hätten  sie  vielmehr  das  gemeinsame  Mals  w, 
so  dafs  z.  B.  x  =  nx' ,  y^ny ,  so  wäre 

a  =  m  '  X  =  7n  •  7ix  =  mn  x   und 
h  =  7n'y  =m'  n  y  =  myi  y. 

Dann  aber  hätten  die  Zahlen  a  und  h:  mn  als  gröfstes  gemein- 
sames Mafs,  was  gegen  die  Annahme,  dafs  nur  m  das  gröfste 
gemeinsame  Mafs  sein  soll. 

Beispiel.     Das  gröfste  gemeinsame  Mafs  von  4S  und  84  ist 

48  84 

12,  folglich  müssen  —^  und  —^,  d.  i.  4  und  7,  relative  Prim- 
zahlen sein. 

38.  Das  gröfste  gemeinsame  Mafs  von  a  und  h  bleibt  auch 
das  gröfste  gemeinsame  Mafs  von  h  und  ac  (oder  von  b  und  — ], 
wenn  c  prim  zu  h  ist. 

Beispiel.     90  und  70  haben  das  gröfste  gemeinsame  Mafs  10, 

90 
folglich  haben   3-90  und  70  (oder  -r-  und  70)  noch  immer  10  als 

o 

gröfstes  gemeinsames  Mafs,  weil  3  prim  zu  70  ist. 

Beweis.  Ist  m  das  gröfste  gemeinsame  Mafs  von  a  und  ^, 
daher  a  =  mx,  h  =  my,  so  sind  (nach  Satz  37)  x  und  ij  relative 
Primzahlen.  Da  nun  c  prim  zu  b  (=my),  so  ist  auch  (s.  Satz  22) 
c  prim  zu  y  und  weil  auch  x  prim  zu  y,  so  ist  (nach  Satz  25) 
ex  prim  zu  y,  folglich  ist  fn  das  gröfste  gemeinsame  Mafs  von 
cmx  und  my,  d.  i.  von  ac  und  b. 

39.  Jede  Produktzahl  läfst  sich  nur  auf  eine  einzige  Art  in 
einfache  Faktoren  (immer  nur  als  Produkt  derselben  Primzahlen) 
darstellen. 

Beispiel. 
360  =  36.10  =  4.9-2-5  =  2-2.3-3-2-5  =  2.2.2-3-3-5. 

Schurig,  Lehrbuch  der  Arithmetik.    JI.  Tuil.  l'J 
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1.  Beweis  (in  bezug  auf  vorstehendes  Beispiel). 

Durch  eine  andere  Zei'legung  als  die  vorstehende  kann  z.  B. 
der  Faktor  2  nicht  weniger  oft  oder  öfter  in  360  vorkommen. 
Denn  käme  er  z.  B.  4mal  darin  vor,  so  müfste  360  durch 

2.2.2.2,  d  1.  2'2-2'2 ""^^"^  ~1~" 

teilbar  sein,  was  nach  dem  25.  Satze  unmöglich  ist.  Da  ferner 
nach  demselben  Satze  2.2.2.3.3.5  durch  keine  von  2,  3  und  5 
verschiedene  Primzahl  teilbar  sein  kann,  so  kann  in  360  keine 
andere  Primzahl  als  2,  3  und  5  vorkommen. 

2.  (allgemeiner)  Beweis. 

Es  sei  die  gegebene  Produktzahl  P=a'^b"'c^,  so  kann  sie 
nach  dem  27.  Satze  nicht  ein  Produkt  anderer  Primfaktoren  als 
a,  b,  c  sein.  Sie  kann  aber  auch  nicht  mehr  noch  weniger  als 
die  angedeutete  Anzahl  dieser  einzelnen  Primzahlen  (a,  b,  c)  ent- 
halten, denn  wäre  a'"' b'^ c'' =  a^ b'' c  und  z.  B.  q<im,  so  müfste 
auch  (jene  Gleichung  durch  a^  dividiert): 

a    b  c'        ,r  .     ,  . 

=  b  c  ,  d.  1. 

a 

a        b  c=b  c 
sein,  was  nach  Satz  28  unmöglich  ist. 

40.  Eine  Produktzahl  a  ist  durch  eine  Zahl  b  nur  dann  teil- 
bar, wenn  die  sämtlichen  Faktoren  von  b  in  a  vorkommen  und 
wenn  jeder  dieser  Faktoren  in  a  wenigstens  eben  so  oft  als  in  h 
vorkommt.     Oder: 

Jede  Produktzahl  a  ist  allein  durch  die  in  ihr  enthaltenen 
Primfaktoren  a,b,  c  und  durch  alle  aus  denselben  zu  bil- 
denden Produkte  teilbar. 

Beweis.  Nach  Satz  25  kann  ein  Produkt  von  mehreren  Prim- 
zahlen nicht  durch  eine  von  denselben  verschiedene  Primzahl  teil- 
bar sein. 

Beispiel.  360  (=2''.  3'.  :>)  ist  durch  24  (=2^.  3),  nicht  aber 
durch  48  (=2^.  3)  und  nicht  durch  63  (=3^.7)  teilbar. 

41.  Jede  Zahl  ist  entweder  eine  Primzahl  oder  durch  eine 
Primzahl  teilbar. 

Beweis. 

AVäre  a  keine  Primzahl,  sondern  durch  b  teilbar, 

wäre  ferner  b      .,  „  „  ,,  c        „ 

„  c       „  „  „  „  d       ,,      u.  s.  w., 
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SO  wäre  also  a  gröfser  als  b,  b  gröfser  als  c,  c  gröfser  als  d 
u.  s.  w.  Diese  Reihe  a,  b,  c,  d  .  . .  .  kann  aber  nicht  unendlich 
sein,  sondern  mufs  mit  einer  Primzahl  aufhören  (weil  selbst  zwi- 
schen a  und  der  kleinsten  Primzahl  2  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Zahlen  liegt),  dann  aber  ist  (siehe  §.  23, 12)  jede  der  Zahlen 
d,  c,h,  a  durch  diese  Primzahl  teilbar. 

42.  Liegt  die  Zahl  a  zwischen  n  und  {n-\-\)'',  und  ist  sie 
durch  die  Primzahlen,  welche  in  der  Zahlenreihe  2,  3,  ....  n  ent- 
halten sind,  nicht  teilbar,  so  ist  sie  eine  Primzahl. 

Beweis.  Wäre  a  durch  eine  Primzahl,  die  >  ^?,  z.  B.  durch 
die  Primzahl  n-{-p  teilbar,  so  wäre  a  =  {n-\- p)?-  und  mithin 
müfste  a  durch  r  teilbar  sein.     Nun  ist 


, und   da   a<^{n-\-\)\  so  ist 

n+p 


r< 


n+p 


Da  nun    ^'^^/^}    =n+\ 
folglich  7-— —  <  w  -f-  1  und  desto  mehr 


w4-2 
(«  +  !)' 


<  n  +  l  u.  s.  w.,  so  ist 


n-\-'6 
r  <  w  +  1 , 
also  wäre  r  eine   der  Zahlen  2,  3  ....  w,    d.  h.  «  wäre  durch  eine 
dieser  Zahlen  teilbar,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist,  und  mithin 
kann  a   nicht   durch   eine  Primzahl  teilbar  sein,    die  >  n.     (Vergl. 
§.  24,  21). 

Beispiel.     4877  liegt   zwischen 

69'  (=4761)  und  7(r  (=4900) 
und  ist  durch   keine   der  Primzahlen  2,  3,  5,  7,  11,  13  bis  67  teil- 
bar, folglich  mufs  die  gegebene  Zahl  eine  Primzahl  sein. 

43.  Sind  711  und  w  zwei  absolute  Primzahlen,  so  giebt  es 
{m — 1)  [n  —  1)  Zahlen,  welche  kleiner  als  rnn  und  zu  7nn  relative 
Primzahlen  sind. 

Beispiel.     1 1  und  19. 

Es  giebt  (11 —  1)  (19  — 1)  =  10-18  =  180  Zahlen,  welche 
kleiner  als  11 -19  =  209  und  prim  zu  209  sind. 

Beweis.  Von  den  Zahlen  1,2,3  bis  7nn  sind  die  n  —  1  Zaii- 
len   1  -771,  2  771,  'i  771  ...  .  bis  (w —  1);//   durch  m  teilbar  und  kleiner 

als  77171.     Eben   so   sind   die  77i —  I   Zahlen   i-7i,  'l7i,  3n bis 

(w — l)w  kleiner  o\&  77171  und  gleichfalls  nicht  relativ  prim  zu  77m. 
Aufserdem  ist  1  nicht  relativ  prim  zu  77m.  Es  giebt  also  7i  —  1 
Zahlen,  dann  m —  1  Zahlen  und  endlich  die  Zahl  1,  welche  kleiner 
als  7/171  und  nicht  relativ  prim  zu  771a  sind.     Folglich  giebt  es: 

13* 
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mn  —  (n  —  1 )  —  {m  —  1 )  —  1 
=  mn  —  m  —  n-\-  \ 
=  m{n — 1)  —  (w —  1) 
=  {m—\){n—\)  Zahlen , 
welche  relativ  prim  zu  mn  sind. 

44.     Allgemeiner : 

Ist  die  Zahl  N  durch  die  Primzahlen  a,h,  c  .  .  .  teilbar,  so 
giebt  es  ,y 

Zahlen,   welche    kleiner   als  N  und    prim    zu  N  sind.     (Satz   von 
Gaufs). 

Beweis. 

L     Unter   den  Zahlen  1,  2,  3   bis   N  sind   die  Zahlen  a,  ^a, 

N  N 

3  «...  . a,  deren  Anzahl  =- — ,  durch  a  teilbar,  folglich  siebt 

N        N 

es   N =  —  {a — 1)  Zahlen,  die  nicht  durch  a  teilbar  sind. 

a         a 

N 
IL     In  den  durch  b  teilbaren  Zahlen:  h,  2b,  3b  ...  . 7~  '  ^ 

giebt  es  nun  eben  so  viele  durch  a  nicht  teilbare  Zahlen,   als  es 

in  der  Keihe  1,  2,  3  ....  -—  giebt,  weil  b  prim  zu  a  ist,  also  der 

Faktor  b  aus  jener  Reihe  weggelassen  werden  kann.     Da  es  nun 

von   1,  2,  3  ...  bis  N:         {a — 1)  Zahlen  giebt,  die  nicht  durch  a 

teilbar  sind ,  so  giebt  es  ( -,-  an  die  Stelle  von  N  gesetzt  ]  in  der 


I  -  -  an  die  Stelle  von  N  gesetzt ) 


Eeihe  1,2,  3.... -f^:     -^  (a— 1)  =  -^  (a  —  l)    Zahlen,    die 
b  a  ab 

durch    a   nicht   teilbar   sind.      In    den   durch   b    teilbaren   Zahlen: 

b,  2b,  3b,  ....  jY  giebt  es  also  -^(n  —  1)    Zahlen,    die   durch   a 

nicht     teilbar     sind.       In    den     durch    b    nicht    teilbaren    Zahlen 

mufs  es  aber  eben  so  viele,  nämlich  ~r  («  —  1)  Zahlen  oreben,  die 

ab  o        ' 

durch  b  teilbar  sind,  denn  es  sind  dies  dieselben  Zahlen  b,2b  .  .  .  ■ 

Will  man  nun  die  Anzahl  der  Zahlen  haben,  welche  von    I  bis  .V 

nicht   durch  a  und  b  teilbar  sind,    so   hat   man   offenbar  von  den 

durch  a  nicht  teilbaren  Zahlen,  deren  Anzalil    ^    (a — 1),  noch  die 

ö 
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— r-  (a — 1)  Zahlen  abzuziehen,  welche  durch  b  teilbar  sind.    Mit- 
hin giebt  es 

Zahlen,  die  durch  a  und  b  nicht  teilbar  sind. 

III.     In  gleicher  Weise  ergiebt  sich,  dafs  unter  den  durch  a 

und  b  nicht  teilbaren  Zahlen  eben  so  viele  durch  c  teilbare  Zahlen 

N 
giebt,  als  es  in  der  Reihe  c,  2  c,  ^  c,  .  .  .  .        -c    durch    a    und    b 

nicht  teilbare  Zahlen  giebt.     Aber  eben  so  viele  durch   a  und  b 

nicht  teilbare  Zahlen  enthält  die  Reihe  1,  2,  3  ...  .  — ,  weil  c  prim 

zu  a  und  b  ist.     Mithin  sind  noch 

Ä. 

Zahlen  abzuziehen.     Folglich  giebt  es 

'^'    («-1)  {b-\) #-  («- 1)  [b-]) 


ab  übe 

=  -^[c{a-\){b-\)-{a-\){b-\)] 

'^   {a-\){b-\){c-\) 


übe 
Zahlen,  die  durch  a,  b  und  c  nicht  teilbar  sind  u.  s.w.  u.  s.w. 

Beispiel.     In  90  =  2-3  «5  giebt  es 

(2— 1)  (3- 1)(5  — l)  =  3-l-2-4  =  24 


2-3-5 

Zahlen,  die  <  90  und  prim  zu  90  (also  nicht  durch  2,  3,  5  teil- 
bar) sind.  Es  sind  dies:  1,  7,  11,  13,  17,  19,  23,  29,  31,  37,  41, 
43,  47,  49,  53,  59,  61,  67,  71,  73,  77,  79,  83,  89. 

Zusatz.  Besteht  p  aus  denselben  Primfaktoren  wie  /;/•, 
so  mufs  die  Anzahl  der  Zahlen,  welche  prim  zu  pr  sind,  rmal  so 
grofs  sein,  als  die  Anzahl  der  Zahlen,  welche  prim  zu  p  sind. 

Beispiel.  3240  =  2'^  3"* •  5  und  90  =  2-3^-5  bestehen  aus 
denselben  Primfaktoren  2,  3,  5.     Da  es  nun  in 

3240:    ^^l^  (2_l)(:{-l)(5-l) 
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Zahlen    giebt,    die    prlm    zu    3240    sind,    so    mufs    diese    Anzahl 
offenbar : 

^240    (2-1)  (3-1)  (5-1):^^  (2-1)  (3-1)  5(-1) 


2-3-5  '  '  ^  '  ^  ''  2-3-5 

3240       ,  . 
,    d.i 


90 

3      o* 

^2"^- 3'^  =  36 mal  so  grofs  sein. 


2'- 3*- 5  o     . 


2-3'-5 

45.     In  einem  Produkt  ABC ....  mögen 

M  N 

u  der  Faktoren  durch  die  Primzahl  a 

'  2 


3 

a    u.  s.w., 


ß    „  „  „        die  Primzahl  h 

r 

r    „  „  „        die  Primzahl  c    u.  s.w 


b    u.  s.  w. . 


teilbar  sein. 

Ferner  mögen  in  dem  Produkte  AB  C  ....  durch  dieselben 
Potenzen  (siehe  senkrecht  unterhalb  N)  mindestens  eben  so  viele 
Faktoren  teilbar  sein  (die  Zahlen  31  für  ABC also  ent- 
weder gröfser  als  die  Zahlen  M  für  ABC  oder  gleich  denselben), 
dann  ist  das  Produkt  ABC...,  durch '  ^  Z?  T  ....  teilbar,  auch 
wenn  die  Anzahl  der  Faktoren  jenes  Produkts  A  B  C  ....  klei- 
ner sein  sollte.     (Satz  von  Gaufs). 

Beispiel. 


In  100,  140,  350  sind 
M  N 

3  Faktoren  durch  2 

2  \^ 

2  „  „7 


in  14,  20,  50,  175  sind 

M  N 

3  Faktoren  durch  2 

1  Faktor  „       2" 
3  Faktoren  „       5 

2  „  „       5' 

2         „  «7  teilbar. 


Da  für  dieselben  Potenzen  unterhalb  .V  das  M  links  nicht 
kleiner  als  rechts  ist,  so  mufs  100-140-350  durch  14 -20 -50 -175 
teilbar  sein. 

Beweis. 

In  ABC ....  seien 


«  Faktoren  durch  ö,  jedoch  nicht  durch  a  , 

2  3 

"                   M                              "              ^     J  «                        «                      l-i              O,    1 

«"       n              «      «■\  «           „          „       a    teilbar. 
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Dann  sind  «  +  «'-{-  ^'  Faktoren  durch  a, 

«"         „  ..       a    teilbar 

und  das  Produkt  enthält  im  ganzen  «4-2«  +3«"  Faktoren  a. 

Eben  so  seien  in  ^  B   C  .... 

«0  Faktoren  durch  a,  jedoch  nicht  durch  a  , 

2  3 

«2  w  »       a,      .,  »  r,      o^  teilbar, 

und  es  sei  «o  +  «i  +  «2  nicht  <  «  -|-  «  -f-  «" 
"1  +  «-2    ??       <  "'  +  "-'l 

"■2    „       <  « 


folglich  ist  «0  +  2  «j  -|"  3  «.,  nicht  <  «  -|-  2  «'  +  3  «",  d.  h. 
ABC    enthält  mindestens   eben  so  viel  Faktoren  a  als  ABC. 
Eben  so  enthält 

A   B   C  mindestens  eben  so  viel  Faktoren  h  als  ABC, 
AUL  „  „        „        „  ,,  C    ^t        V    • 

Daher  i^i  A  B  C  durch  ABC  teilbar.  (Vergl.  den  Beweis 
zum  1.  Beisp.  des  §.  27). 

46.  Sind  unter  den  n  Zahlen:  1,  2,  3  ....  ?^  b  Zahlen  durch 
m  teilbar,  so  sind  in  den  n  Zahlen: 

a,  a+1,  ö  +  2,....[a  +  (»  — 1)] 
entweder  b  oder  b  -\-\  Zahlen  durch  m  teilbar.     (Satz  von  Gaufs). 

Beispiel.  Von  den  Zahlen  1,  2,  3  ....  32  sind  6  durch  5 
teilbar,  nämlich  5,  10,  15,  20,  25,  30.  Vermehrt  man  die  gegebe- 
nen Zahlen  1  bis  32  um  irgend  eine  Zahl,  so  müssen  von  der 
neuen  Zahlenreihe  G  oder  7  Zahlen  durch  5  teilbar  sein.  Um  27 
vermehrt  erhält  man  28,  29,  ....  59,  von  welchen  Zahlen  6  durch 
5  teilbar  sind. 

Vermehrt  man  die  gegebenen  Zah'cn  um  38,  so  erhält  man 
39,  40,  41,  ...  .  70,  wovon  7  Zahlen  durch  5  teilbar  sind. 

Beweis.  Nach  der  Voraussetzung  ist  n^bm  oder  um  etwas 
gröfser    als    bm,  jedoch    noch    nicht   {b -\-\)in  =  bm-\-m.      Mithin 

kann  man  n  =  bm-\-d (A) 

setzen,  wo  </<  m,  also  eine  der  Zahlen  0,  1,  2,  ....  (w  —  1)  ist. 

Dividiert  man   ferner  a  durch  m  so,    dafs   man   im  Falle   des 

Nichtauftjehens  nicht  die  unmittelbar  in  -  -  enthaltene  ganze  Zahl 

als  Quotient  nimmt,   sondern  die  um   1   höhere  ganze  Zahl  j-,   um 
einen  negativen  liest  zu  erhalten,  der  < ;«  ist,  so  erhält  man: 
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a  r       - 

—  =  r oder 

m  m 

a  =ym  —  r, (B) 

wo  also  7'<Cm  ist,  aber  auch  =0  sein  kann. 

Da    nun    «  +  r  =  ^»?,    so   ist    a-\-r   die    1.   durch   m  teilbare 
Zahl  der  Reihe  a,  a-\-\,  «  +  2,  .  .  .  . 

Addiert   man   zu  dieser  1.  Zahla  +  r  die  Zahl  m,    so    erhält 
man  die  2,  durch  77i  teilbare  Zahl.     Es  ist  also: 
a-\-r-\-  m ^^Y7n-{-  m     die  2. , 
a  +  r-\-^7n  =  Ym-\-2m   „     3., 


a-\-r-\-{b  —  \)m  =  'i'7n-\-{h  —  \) tu  =  p7i -^ hn  —  Tfi .  .  .  .  (C) 
die  ¥^  durch  m  teilbare  Zahl  der  Reihe 

ö,  a  +  1 ,  a  +  2  .  .  .  .  (a  +  w  —  1). 
Weil   aber   (s.  A.)   « =  b77i  +  d,    so   ist   die  letzte  Zahl  dieser 
Reihe:  a  +  n—l=a-}-b77i-\- d— 1,  oder  (s.  B) 

=  pn  —  r  -{-b7n-\-  d  —  1 

=  p7i  -\-  b77i  —  771 -\-  {711  -\-  d  —  1  —  r)  d.  i.  (s.  C) 
«  +  w  —  1  =  der  Jt«°  durch  7n  teilb.  Zahl  -\-[m-\-d—\  —  r]...  (D) 

Da  711 'y' r  und  6?>0,  so  ist  [  ]  nicht  negativ.     Ist  nun  dieser 
Ausdruck  [  ]  =0,  so  geht  D  über  in: 

«  +  w — 1  =  der  &'^"  durch  7n  teilbaren  Zahl  +0,   d.h. 
die   letzte  Zahl   a-\-7i — 1    ist   die   ¥^   durch   7n   teilbare  Zahl  der 
Reihe  a,  «  +  1 ,  .  .  .  .  (ö  +  ?i  —  1). 

Es  kann  aber  auch  (/>l+r  sein,  dann  ist 
[w  +  r  —  1  —  rf]  >  w 
und  D  geht  überjn  a-\-n — 1  =  der  ft*^"  durch  7n  teilbaren  Zahl, 
+  eine  Zahl,  die  >m  ist,   folglich  kommt  zur  ^y"'"  durch  m  teilbaren 
Zahl  noch  eine,  die  b-\-V  durch  771  teilbare  Zahl  hinzu. 

Jedoch  ist  eine  b-^-T-""  unmöghch,  weil  []  am  gröfsten  wird, 
wenn  d  am  gröfsten  und  /•  am  kleinsten,  d.i.  d^=7/i —  1  und  r=^0 
ist.     Alsdann  geht  D  über  in: 
a  +  n—\  =  der  J"^"  durch  771  teilb.  Zahl  +  [w  +  7«  —  1  —  1  —  0] 
=   „       „        ,.      „      „        .^    +2/«-2 
und  es  ist  die  letzte  Zahl  a-\-n — 1  immer  noch  um  2  kleiner 
als  die  fe  +  2'«  Zahl. 

1.  Zusatz.     Dem  vorstehenden  Satze  zufolge  mufs  jede  Zahl, 
die  in  1- 2- 3 n  enthalten   ist,    eben   so    oft  oder  sogar  noch 
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einmal  mehr  in  a{a-{- \)  .  .  .  .  {a-\-7i — 1)  enthalten  sein,  folglich 
mufs  das  Produkt  a{a-\-\)  {a -\- 2) . . .  {a -{- n  —  1 )  durch  1  •  2  •  3  . . .  w 
teilbar  sein.     Eben  so  mufs 

ja  4-  1)  (a  +  2)  («  +  3) («  +  n) 

1      .      2      •      3       n 

teilbar  sein,  weil  auch  hier  der  Zähler  aus  w  auf  einander  folgen- 
den Zahlen  besteht. 


J2 


—         o 


+ 

+ 


+ 


^ 

s^  'T" 

^ 

•    00 

.  r^ 

<^  4 

cc 

^    CO 

•    (M 

.    ^-, 

C^X 

_^ 

' — ' 

«r-1  -- 


^  N 


S3 


■^^ 

es 

«^ 

-D 

+ 

•^ 

'S 

aa 

o 

'^ 

ce 

sj 

+ 

^ 

+ 

SM 

d  _S 

+ 

oo 

+ 

+ 

_3    3 

+ 

+ 

+ 

« 

^ 

CO 

«   -S 

;:S 

o 

3 

• 

"S 

'o1 

, 

+ 

<M 

CD 

-4  -^ 

^ 

w 

• 

+ 

'-^ 

vS 

^  + 

+ 

+ 

+ 

^ 

+ 

3 

N 

o 

(M 

•ü 

oo 

pÄ 

, 

5j 

-£ 

•^ 

»— 1 

+ 

5J 

^ 

+ 

(T<l 

"3 

es 

^ 

S       sS 

~^ 

+ 

-S 

-^ 

-Ji 

fcc 

sondern 
1-2 

QO 

co" 

+ 

-C) 

"c3 

S3 

.2 

i2 

1 

OO 

+ 

!S 

+ 

a 

ci 

=i2 

CM 

4- 
+ 

3 

CS 

CO 

OO 

+ 

■ß 

'S 

o 

S 

00 

5S 

?3 

5J 

>J 

^ 

-^ 

: 

• 

: 

« 

c 

• 

CO 

• 

* 

• 

• 

cq 

N 

*S 

CO 
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CO 

CO 

CO 

• 

-*-"     Ö 

■M 

•« 
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' 

• 

(M 

CO 
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^ 
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.s 

C 
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■ müfste   also   der  ganzen  Zahl  q  — ([     gleich   sein, 

was  unmöglich  ist,  da  d  priui  zu  p  und  m — n  durch  p  nicht 
teilbar  sein  kann,  weil  m  —  n<^p.  Folglich  sind  gleiche  Reste 
unmöglich. 

Zusatz.  Da  /;  verschiedene  Reste  vorhanden  sind  und 
jeder  Rest  <ip  ist,  so  müssen  dieselben  offenbar  mit  <\en  Zahlen 
0,  1,  2,  3,  ...  .  (;;  —  1)  identisch  sein.  Selbstverständlich  treten  sie 
nicht  in  dieser  Ordnung  der  natürlichen  Zahlenreihe  auf.  (Vergl. 
die  Reste  4,  1,  5  ...  .  im  vorst.  Beisp.) 

48.  Ist  7;  eine  Primzahl  und  a  ])rim  zu  7;,  so  ist  a^~  — 1 
durch  p  teilbar.     (Fermat's  Lehrsatz  —  1640). 

1.  Beispiel.  4  ist  prim  zu  3  und  3  eine  Primzahl,  folglich 
ist  4   ~   — 1,  d.  i.  4' — 1   oder  15  durch  3  teilbar. 

2.  Beispiel.  7  ist  eine  Primzahl,  5  prim  zu  7,  folglich  ist 
5'~^  —  1,   d.  i.  5'' — 1   oder  15624  durch  7  teilbar. 

3.  Beispiel.  64  ist  prim  zu  47,  47  eine  Primzahl,  folglich 
ist  64''"'  — 1,  d.i.  64'''-  1   durch  47  teilbar. 

Beweis,     a  gebe  durch  p  dividiert  den  Rest  7\,  so  dafs  alsp 

-    =  7  H oder 

p  p 

a  =  qp  -i-?\   oder  (wenn  ein  Vielfaches 
von  p  mit    T    bezeichnet  wird  —  siehe  §.  23,  7): 

Eben  so  gebe  2  a  durch  p  dividiert  den  Rest  r.,  u.  s.  w. 
Folglich  ist:  ^_y  ^ 


(;;-l)a=r  +;-    _, 


Multiplicicrt  man  diese  Gleichungen  nach  §.11,  10,  Zus.  und 
behandelt  man  hierbei  die  Vielfachen  von  p  in  derselben  AVeise, 
wie  die  Vielfachen  von  k  im  Beweise  zum  21.  Satze,  so  erhält  man  : 

a •  2a •  3ö  ....•(;>  —  1)  ö=  F^  +  [r^  r.,  r.^ '"y,  - 1]'  ^-  '• 

i.2-3....(/>-i)-«^-^=r^  +  [;v'v-3---.%-i]. 
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Nach  dem  47.  Satze  aber  ist 

r^-r^-r^ ;-^,  _  j  =  1  •  2  •  3 (/^  —  1 ),  folglich: 

[l. 2.  3....  (/;- D]  •«'"'=  r  +[1-2.3....  (;)-l)],  daher 
[l.2.3....(/^-l)].a^-^-[l-2.3....(/>-l)]=r,  d.i. 
[1-2.3 (/j  —  1)]  -  (a^' " '  —  l)  durch  p  teilbar. 

Nun  kann  aber  1  -  2 . 3  .  .  .  .  (/>  —  1)  nicht  durch  p  teilbar  sein, 
Aveil  es  keiner  der  Faktoren  1  •  2.3  .  .  .  .  (y;i —  1)  ist  (s.  27.  Satz), 
folglich  mufs  der  andere  Faktor  a^~~  — 1  (nach  dem  23.  Satze) 
durch  p  teilbar  sein. 

49.  Ist  m  prim  zu  p  und  giebt  es  n  Zahlen  (ö,  h,  c,  d  —  /), 
die  kleiner  als  p  und  prim  zu  p  sind  (wobei  1  als  prim  zu  p  gelten 
soll),  so  ist 

I.  m"'  —  1   durch  p  teilbar. 

jMultipliciert  man  ferner  jede  der  n  Zahlen  mit  /«,  wodurch 
man  die  Produkte 

üfn,  hm,  cm,  dm,  .  ...  Im 
erhält  und  geben  diese  Produkte  durch  p  dividiert  resp.  die  n  Reste : 

«,     ß,    r,    8,  ....  i, 

so  gelten  noch  folgende  Sätze: 

II.  Die  n  ßeste  et,  B,  y,  .  .  .  .1  sind  alle  unter  sich  verschieden. 
III.  Jeder  dieser  n  Reste  ist  prim  zu  p. 

1.  Beispiel.  8  ist  prim  zu  9.  Es  giebt  6  Zahlen  (1,  2,  4,  5, 
7,  8)  die  kleiner  als  9  und  prim  zu  9  sind.     Folglich  ist 

1)  8"— 1,  d.i.  262143  durch  9  teilbar. 
S-l,  8-2,  8.4,  8.5,  8-7,  8-8,  d.i. 

8,       16,      32,     40,     56,     64     durch  9  dividiert,  giebt 

2)  '  die  Reste: 

8,       7,        5,       4,       2,       1,      die  alle  unter  sich  ver- 
schieden sind. 

3)  Jeder  dieser  Reste  ist  prim  zu  9. 

2.  Beispiel.  25  ist  prim  zu  8.  Es  giebt  4  Zahlen  (1,  3, 
5,  7),  die  kleiner  als  8  und  prim  zu  8   sind.     Folglich  ist: 

1)     25'—  1  ,  d.  i.  390624  durch  8  teilbar. 

125.1,  25-3,  25-5,  25.7    durch   8   dividiert,    bleiben    die 
Reste: 
1,         3,         5,         7,      die  unter  sich  verschieden. 
3)     Jeder  dieser  Reste  ist  prim  zu  8. 
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Beweis  ad  IL 

Angenommen,    2  jener  Vielfachen   von   w,    z.  B.  hm  und  dm, 
liefsen  durch  p  dividiert  gleiche  Reste  r,  so  wäre: 

hm  ,   ,     r 

=  {?  + 

P  P 

dm         ,-   ,     /• 

oder  b7n  '=^q'  p  -\-  r 

dm  =  q'  p  -\-  r  subtr. 

{h — d)?n  =  [q'  — q")p,  daher 
{b  —  d)  m 


=  'Z 


Es  müfste  also 


P 

{b-\-d)m 
P 


der    ganzen    Zahl    q  — q   ,  d.h. 


{h  —  d)m  durch  7>  teilbar  sein,   was  unmöglich  ist,  weil  m  prim 
zw  p  und  b  und  d  <Cp.     Mithin  sind  gleiche  Reste  unmöglich. 

Beweis  ad  III.  AYiire  irgend  ein  Rest,  z.  B.  ß  (entstanden 
aus  bm:p)  nicht  prim  zu  p,  sondern  hätten  beide  ein  gemeinsames 
Mafs,  so  müfste  auch  bm  dieses  Mafs  haben.     Denn 

mb  ,     3 

ml)  =  qp  +  ß. 

Das  Mafs  von  p  und  ß,  also  auch  von  qp  und  ß  Aväre  ein 
Mafs  von  7nb  (s.  §.23,  8). 

Dies  aber  ist  unmöglich,  weil  sowohl  m  als  auch  ß  prim 
zu  p  ist  (s.  2ö.  Satz). 

Zusatz.  Da  alle  n  Reste  (s.  11)  unter  sich  verschieden,  zu- 
gleich aber  alle  (nach  111)  prim  zu  p,  ferner  sowohl  «,  ß,  .  .  .  . 
als  auch  a,  b,  .  .  .  .  <Cp,  so  müssen  die  Reste  a,  ß,  .  .  .  .  f-  aus  den- 
selben Zahlen  bestehen  wie  a,  b,  .  .  .  .  I,  nur  in  anderer  Reihen- 
folffe. 


'II  Gleichungen,  weil  die  Anzahl 
der  Zahlen  a,  b,  c  .  .  .  l  =  n  ist. 


3eweis  ad  I. 

Da  am  = 

p 

bin  = 

r  -\-ß 

C/7J  = 

V   +Y 

V 
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SO  ist  am ■  bm -cm  ...  .  Im  =  V^  +  {a^y  .  .  .  .  l),  cl.  i. 
(«/>c..../)-m"=r  +(«(^^....A). 
Nach  vorstehendem  Zusätze  ist  aßy  .  .  .  .  A  =  ahc  ...,/,  folglich 
{ahc  ..../)•/«"=  r^  +  {übe  .  .  .  .  l),  oder 
(abc  ..../)•  //<"  —  {abc  ..../)  =  r  ,  d.  i. 
(öi/c  ..../)  {m"'  —  l)  durch  p  teilbar. 

Nun  kann  aber  abc  .  .  .  .  l  nicht  durch  p  teilbar  sein,  weil  es 
keiner  der  Faktoren  dieses  Produkts  ist  (s.  27.  Satz),  folglich  raufs 
der  andere  Faktor  m"  —  1   durch  jj  teilbar  sein. 

50.  Ist  p  eine  Primzahl,  a  nicht  durch  p  teilbar,  so  können 
die  Zahlen  1 ,  2,  3,  .  .  .  .  (/>  —  1)  so  gepaart  werden,  dafs  das  aus 
jedem  Paar  gebildete  Produkt  nach  dem  Moduly;  denselben  Rest 
wie  a  nach  dem  Modul  /;  hat. 

1.  Beispiel,  p^l  (Primzahl)  ist  prim  zu  a=10.  Die  Zah- 
len 1,  2,  3,  4,  5;  6  können  so  gepaart  werden,  dafs  jedes  Paar  ein 
Produkt  giebt,  welches  durch  7  dividiert,  denselben  Rest  wie  10:7 
läfst,  nämlich  3.     Die  Produkte  sind: 

1-3,  2-5,  4-6, 
oder     3,      10,      24,  die  durch  7  dividiert, 

die  Reste:     3,      3,        3     geben. 

2.  Beispiel.  /;  =  23  (Primzahl)  ist  prim  zu  «=14.  Die 
Zahlen  1,  2,  3,  ....  22  können  so  gej)aart  werden,  dafs  jedes  Paar 
ein  Produkt  giebt,  welches  durch  23  dividiert,  denselben  Rest  wie 
14:23  läfst,  nämlich  14.     Die  Produkte  sind: 

1-14,  2-7,  3-20,  4-15,  5-12,  6-10,  8-19,  9-22,  11-18, 
oder     14,       14,      GO,      GO,      GO,      G(l,       1Ö2,     198,      198, 

3-17,  16-21 
221,     33G. 

Jedes  dieser  Produkte  durch  23  dividiert,  giebt  den  Rest  14. 

Beweis.  Ist  A-  eine  der  Zahlen  1,  2,  3,  ....  (y?  —  1),  also  k 
prim  zu  J9,  so  haben  die  Zahlen  k,  2k, 'Sk,  .  .  .  .  {p  —  1)A'  nach 
dem  Moduly;  die  kleinsten  positiven  Reste  I,  2,  3,  ....  (p —  1)  in 
einer  bestimmten  Ordnung  (s.  Satz  47).  Einer  von  diesen  Resten 
raufs  nun  auch  der  kleinste  positive  Rest  von  a  nach  dem  Moduly) 
sein,  weil  a  durch  y;  nicht  teilbar  ist.  (Bei/;=7,  ^^10  —  siehe 
das  1.  Beisp.  —  war  dieser  kleinste  positive  Rest  =3;  bei  y;  =  14, 
a  =  23  —  s.  das  2.  Beisp.  —  war  er  =  14).  Daher  giebt  es  unter 
den  Produkten  k,  2k,  .  .  .  .  (p —  1)ä-  eins,  z.  B.  ek,  und  nicht  mehr 
als  dieses  eine  (s.  Satz  47),  welches  nach  dem  Modul  p  denselben 
Rest  wie  a  nach  dem  Modul  p  hat. 
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Zusatz.  Die  Differenz  aus  jedem  der  aus  den  Zahlenpaaren 
gebildeten  Produkten  und  der  Zahl  a  mufs  durch  p  teilbar  sein. 
Denn  da  ein  solches  Produkt  fk  durch  p  dividiert,  denselben  Kest  r 
wie  a:p  giebt,  so  ist: 

«=  r  4-;-  subtr. 


fk  —  a=  V    oder 

fk  —  a  durch  p  teilbar. 
In  bezug  auf  das  2.  Beispiel: 

5.12  —  14=    60—14=    46  durch  23  teilbar, 
9.22  —  14  =  198—14  =  184      „        „        „     . 

51.  Giebt  c:d  den  Rest  r,  so  giebt  c":(/  denselben  Rest  wie 
;•  :  d. 

Beweis.     Da  -^  =  q-\ ;,  so  ist 

d  d 

c  =  dq-\-r,  folglich  (§.  15,7) 

c"  =- {dq -{- r)'\  oder  (§.62,7): 

c  ={dq)   +n{dq)         -r-^ ^^ {dq)         -r  + 

n-  (Iq-r        +  /"  • 

Hebt  man  für  die  ersten  n  Glieder  der  aus  n  +  1  Gliedern 
bestehenden  rechten  Seite  den  gemeinsamen  Faktor  d  aus,  so  er- 
hält man: 

c  =[d        q  -\-nd        q        /•-}-....+  nqr       \d-\-  r  . 
Da  c"  um    ein  Vielfaches   von  d  gröfser    als   r"  ist,    so    giebt 
nach  dem  2,  Zusätze  des  2.  Satzes  r"  nach  dem  ]Modul  d  denselben 
Rest  wie  c"  nach  demselben  Modul,  d.  i. 

n  n 

C  )' 

--[  giebt  denselben   Rest   wie  — -. 
d  ^'^  d 

Beispiel.  11:7  giebt  den  Rest  4,  folglich  giebt  ir:7  den- 
selben Rest  wie  4"  :  7. 

Der  Rest  von  11':  7  ist  mithin  =  dem  Rest  von  4  :  7,  d.  i.  2. 
ll'':7  giebt  denselben  Rest  \ne  4^7  =  64:7,  d.i.  den  Rest  1. 
11'*:  7  giebt  denselben  Rest  wie  4':7  =  256  :7,  d.  i.  den  Rest  4 

u.  s.  w. 

52.  Giebt  a':d  den  Rest  r,  a:d  den  Rest  ;•',  so  giebt 
a"'    " :  d  denselben  Rest  wie  \rr)  :  d. 
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Beweis.     Da  -^  =  ^  + -^,  ^  =  ^'  +  -^,  so  ist 

a™  +  </^  -h  r,  o"  =  dq  4-  r  ,  folglich : 
a"'.a''  =  idq^f){dq'-\-}'). 

Da   die    sämtlichen   Glieder   mit  Ausnahme    des   letzten   {rrj 
den  Faktorf/  haben,  so  erhält  vorstehende  Gleichung  die  Form: 

a        =Od-f-rr. 
Da  a^'^"    um    ein   Vielfaches    von   d   gröfser    als    ?t    ist,    so 

m  +  n 
d 

giebt  nach  dem   2.  Zusätze   des   2.  Satzes       ^ —    denselben   Rest 

rr 
wie  -— -. 
d 

Beispiel.      11^7  =  161051:7,  der  Rest  =2; 

11^7  +  1331:7,  der  Rest  =1. 

(ll^-ll^):7   mufs  nun  denselben  Rest  wie  (2-1):  7,  d.i.  den 
Rest  2  geben. 

Zusatz.  Giebt  a:d  (d.i.  a^:d)  den  Rest?-,  a":d  den  Rest  ;•', 
so  giebt  tX'ct'.d,  d.  i'  a^  .d  denselben  Rest  wie  (r/)  •  6^.  Oder: 
Um  den  Rest  von  a^  '.d  aus  dem  Reste  von  a:d  zu 
bestimmen,  braucht  man  nur  den  Rest  von  a:d  mit  dem 
Reste  von  a:d  zw  multiplicieren  und  das  Produkt  durch 
d  zu  dividieren.     Der  erhaltene  Rest  ist  der  gesuchte. 

Beispiele.     37:17,  Rest  3. 

37  :17  giebt  nach  dem  51,  Satze  denselben  Rest 
wie    3^:17=9:17,  d.i.  den  Rest  9. 

37^17  giebt  denselben  Rest  wie  3^17  =  27:17, 
d.  i.  den  Rest  10. 

Für  jede  folgende  Potenz  findet  man  nun  nach  unserm  Zu- 
sätze den  Rest,  wenn  man  das  Produkt  aus  dem  Reste  der  zuletzt 
erhaltenen  Potenz  und  3  (dem  Reste  von  37:  17)  durch  17  divi- 
diert.    Der  erhaltene  Rest  ist  der  gesuchte.     Daher: 

37*:  17?  (3- 10):  17  =  30:  17,  Rest  13. 

37^17?  (3- 13):  17  =  39: 17,  Rest  5. 

37^17?  (3 -5):  17  =  15: 17,  Rest  15. 

37^17?  (3 -15):  17  =  45: 17,  Rest  11   u.  s.w. 
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53.  Giebt  «™ :  d  denselben  Rest  r  wie  a  :  d,  so  mufs  auch 
a'^'^^id  denselben  Rest?  wie  a"    ^:d  geben. 

Beweis.       ^  =  g+'^,   -^  =  ^^+-^^,  folglich: 
a '"  =  dq  +  r ,  a"  =  d'j^  -j-  r. 

X  I 

(l  T 

Ist  nun — 7-=^  H Vi  oder  a' =  ^/^'  +  /-',  so  ist 

d  d 

d"  .  a    =  [dq  -\-  r)  (dq  +  ;•'),  d.  i. 

«"*    '^  =^dO-\-rr'  und  folglich : 

■;;»-r.c  / 

et                         vr 
— - —  =  0  -\ p,  der  Rest  also  rr  (=  ?). 

Eben  so  a  •  a  =  [dq^  +  r)  (f/^'  +  r'),  d.  i. 

folglich  giebt  auch  a        .d  denselben  Rest  rr   (=?)• 

Giebt  z.B.  a  :b  denselben  Rest  wie  a"  :b,  so  mufs  auch 
a  :b  denselben  Rest  wie  a  :b,  a  :b  denselben  Rest  wie  a  :  b 
u.  s.  w.  geben.     Die  Reste  müssen  mithin  periodisch  wiederkehren. 

Beispiel.      ll":7,  Rest  1. 
11':  7,      „     4. 

11":  7,      „     2  (s.  das  Beisp.  zum  51.  Satz). 
11^7,      „1. 

Da  dieser  Rest  der  von  11*^:7  ist,  so  müssen  die  Reste  1,4, 
2  periodisch  wiederkehren  und  es  ist  nun  der  Rest  von  11  :7=4, 
der  Rest  von  11': 7  =  2  u.  s.  w. 

54.  Giebt  «"':(/  den  Rest  r,  «":rf  den  Rest  d — 1,  so  mufs 


a 


Beweis.     —  =  q  +  ^,      ^^  =  .y  + -^ ,  folglich 

a^=dq-\-r^  a=dq-\-d — 1,  oder 

a  =  rf  (^'  +  1)  —  1 :  daher 
d"  .  d  =  [dq  +  r)  \d{q  -\-\)—\\,    oder 
^  m  +  n  __  ^^^  —  ^.^  dafür : 

«'"  +  «=</(>  — rf+rf_,.,  d.i. 

Sc liurijj,  Lehrbuch  der  Arithmetik.     II.  Teil.  14 
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a'^+^  =.d {0  —  \)  +  d  —  r,  durch  d  dividiert: 

m-\-n  ^ 

=0  —  1  H ; — ,  der  Rest  mithin  d  —  r. 

d  d 

Beispiel.     7^11,  Rest  5;  7':  11,  Rest  10  =  11  —  1,  folglich 
mufs  7-  +  ^ll,  d.i.  7^11  den  Rest  11—5  =  6  geben. 

Zusatz.      a:d,  d.  i.  \:d  giebt  den  Rest  1. 

Ist  nun   der  Rest  von  a  •.d=^r, 

„  «  :d  =  r' , 

„  cT  :d^=d  —  1 ,  so  mufs  der  Rest 

von  «  :a  =  a  —  r, 

„    a  :d=d  —  ?• 

sein,  oder  von  a"  an  erhält  man  die  Reste,   wenn  man  den  Divi- 
sor d  um  die  ersten  Reste  1 ,  r,  r'  .  .  .  .  vermindert. 

1.  Beispiel.      31*^:17,  Rest  =1; 

31':  17,      „      =14; 

31^17,  derselbe  Rest  wie  14" :  17  =  196  :  17, 
der  Rest  also  9; 

31^17?     (14-9):  17  =  126: 17,  Rest  =7; 

31^17?     (14-7):  17,  Rest  13 

31^17?     (14-13):17,    „     12 

31*^:17?     (14-12):  17,    „     15 

3f:17?     (14- 15):  17,    „     6; 

31^17?     (14-6):17,      „     16=17—1! 
Mithin    3l':17?    Rest  =  17 —  14  =  3; 
3l'^17?       „     =17—9=8; 
3l'':17?       „     =17  —  7  =  10; 
3l'^17?       „     =17  —  13  =  4; 
31^^17?       „     =17  —  12  =  5; 
3l'*:17?       „     =17  —  15  =  2: 
3l'^17?       „     =17—6  =  11; 
3l'':17?       „     =17  —  16  =  1 
und  die  Reste  kehren  nun  periodisch  wieder. 

2.  Beispiel.     7654^'?':  13,  welcher  Rest? 

Auflösung.     7654^''^=  (13-588 +  10)^'''^    folglich    ist    der 
Rest  von  10^''^''':13  der  gesuchte  (s.  51.  Satz). 
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10^13,  Rest  =1; 
10':13,     „     =10; 
10^13  =  100:13,  Rest  =9. 

10^13?     (10-9):13  =  90:13,  Rest  =  12  =  13  —  1 ! 
Daher  der  Rest  von  10*:  13  =  13  —  10  =  3, 


10%    lO',    lO' 
10',    lO',  .  .  . 


10' 


10^ 


10"""^'-':13, 
':13 
foloflich  ist  4  der  oresuchte  Rest 


„     10^13  =  13  —  9  =  4, 

„     10*':13  =  13  — 12  =  1  U.S.  w. 

10  "    geben    mithin    durch    13    dividiert 

den  Rest  1; 

10^""^':  13,  Rest  =  10; 
10'""*-':13,     „     =9; 
10'""^':  13,      „     =12; 
10'"  +  *:  13,      „     =2; 

Gn+|5.  1  o  =4, 


10^^^^  13 


10'-'*'"+':13  =  10'""^':13, 


3.  Beispiel. 

Auflösung. 
Rest  wie  5'"'':19. 


(A9Q'''-9n'^'f'':l9,  welcher  Rest? 
499^°^19  =  (19-26  +  5)'^*^^19  giebt  denselben 

5":  19,  Rest  1; 
5^19,      „     5; 


5":19, 


6; 


5  :19  oder  5-6:19,  Rest  11; 
5*:19     „  5-11:19,      „     17. 
Es  folgen  die  Reste  9,  7,  16,  4,  1  und  mithin: 


(5»,  5', 

b'\...)b'"      :19, 

Rest  1 

(5",  5", 

5'\...)o""  +  ^19, 

.     5 

5'"-^':i9, 

„     6 

5^"+^19, 

.   11 

5^"+'':19, 

„  n 

5""+^19, 

„    9 

5^"+^19, 

„    't 

5'"+^19, 

„   10 

5^"+^19, 

„     4. 

Nun  ist 

=  4. 

19=5' 

19=5'"+^:19,  folglich  der  Rest 

14* 
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,809.  ^rv     .!_        -r»-.,      .     ^•-l.i      __     ?_i     >inA809 


wie  8 


Da  also  499      :  19  den  Rest  4  giebt,  so  ist  499  "  =F^9  +  4. 

r 
9. 


Ferner  giebt  977'":  19  =  (19 -51 +8)''":  19     denselben    Rest 


Folglich  (8',  8',  8" 
(8\  8^  8^^^ 


8^19,  Rest  1; 
8':  19,  „  8; 
8':  19,  „  7; 
8":  19  oder  (8-7):  19,  Rest  18  =  19 

Daher  8':  19,  Rest  19  —  8=11; 
8'':  19,     „      19  —  7  =  12; 
8^19,      „      19  —  18  =  1  u.  s.w. 
.)8®"       :19,  Rest  1; 
.)8'""^':19,      „ 


1! 


8^'^^^19, 

„      7 

gG„+3.j9^ 

.    18 

8'"+':  19, 

„    11 

8'"+-':  19, 

„    12 

Nun  ist  8"'':  19  = 

_  (^6.100+5.  .Q  _ 

cOn  +  5 

12.     Daher 

Q7-641 ,.        1 

_  10 

19,  folgUch  der  Rest 


Damit  geht  die  ursprüngliche  Aufgabe  über  in: 

[r,,  +  4-(r,,  +  i2)r=(r,,-8y-  =  (r,,  +  i9-8y- 
=  (r,,  +  iir. 

Es  giebt  aber  (F^,  +  11)'"''*:  19  denselben  Rest  wie  ll""^19. 

11^19,  Rest  1; 

ll':19,      „    11; 

11': 19,      „      7; 

11^19  oder  (11  -7):  19,  Rest  1. 
Folglich  11'^"      :19,  Rest  1; 
ll'^-^^ig,      „    11; 
ll'    ' 


1  1  ^'^•''^  .IQ  ^  ^  3  .  349  +  2 


suchte     est 


'"■^':19,      „      7. 

:19  =  ir'"'^^19,  folglich  ist  7  der  ge- 


55.     I.    Es  ist  1^11  =  0  mit  dem  Reste  1 


2':11=0 
3^11  =  0 
4^11  =  1 
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5'^ 

11 

L=2 

mit 

dem  Reste 

3; 

6^ 

1=3 

V 

« 

11 

3; 

t 

L  =  4 

r 

11 

11 

5; 

S' 

1  =  5 

)) 

u 

11 

9; 

9' 

[  =7 

,, 

11 

r 

4; 

10' 

L=9 

11 

r 

11 

1; 

n' 

L  =  ll 

« 

n 

1? 

0; 

V2' 

[  =  13 

« 

11 

n 

1   u.  s.  w 

Die  Reste  1,  4,  9,  5,  3  sind  die  sogenannten  „quadratischen 
Reste"  von  11. 

Allgemein:     Die  Reste  der  Quadratzahlen    (l'^,  2  ,  3" .  .  . .) 
nach  dem  Modul  m  heifsen  die  quadratischen  Reste  von  ?n. 

Offenbar  ist  1  ein  quadratischer  Rest  für  jeden  Modul. 


II.     Da  auch 


9  +  1-11 


=  44 

11 

•^  4- 

9  +  2-11 

o  -r 

11 

Q  -1- 

9  —  4-11 

—  j  -r 

11 

.31,. 

.  .  .=9  + Ha; 

so  sind    die  Reste  von  -tt-  =  9,  20.  31, 
11 

Die  quadratischen  Reste  von  11  sind  mithin  allgemeiner: 
l  +  lKr,  4+ IIa:,  9+11^-^%  5+1  Kr,  3+na:. 

III.  Die  Zahlen,  welche  in  der  Reihe  der  quadratischen  Reste 
nicht  vorkommen,  heifsen  „quadratische  Nichtreste". 

Die  quadratischen  Nichtreste  von  11  sind  daher  2,  6,  7,  8,  10, 
oder  allgemeiner:  2  +  1 1  .r,  6  +  1 1  a;,  7  +  1 1  a-,  8  +  1 1  a',  10  +  1 1  a;, 
z.  B.  auch  13,  17,  18. 

IV.  a  und  (a^bnif  haben  nach  dem  iSIodul  w  gleiche 
Reste. 

Beweis.     {a^bmY  =a  ■;j;^2ab?n-\-  b  ?«"^=r^^+a, 
aber  {J\  -{-a):?n  giebt  denselben  Rest  wie  cr-.m  (s.  2.  Zusatz  des 
2.  Satzes). 

1 .  Zusatz,  r/  und  {bm  —  a)  haben  nach  dem  Modul  m  gleiche 
Reste,  denn  es  ist  (bm  —  a)  ={a  —  bm). 


214  §•  ^^-     Eigenschaften  der  Zahlen.     Zahlentheorie, 

2.  Zusatz.  Man  kann  daher  auch  zur  Basis  des  Quadrats 
immer  ein  beliebiges  Vielfache  des  Modul  addieren  oder  von  der- 
selben wegnehmen. 

Z.B.  haben  {tn±lf  und  [{m±l)—mf, 

{m  +  2)    und  [{m  +  2)  —  m]    u.  s.  w. 
d.  i.  (w+  1)    und  1  , 

{m  +  2)    und  2    u.  s.  w. 
nach  dem  Modul  f)i  gleiche  Reste. 

V.  Ist  der  Modul  ?ii  gerade,  so  ist  -^  eine  ganze  Zahl  und 
-^~\-k  eben  so  viel  über   -     ,   als        — k  unter    ^-  ,  zugleich  hat 

( -^  -f-ÄJ    nach  IV,  2.  Zus.  mit    m —  (  —  -j-^j 

f  m         Y        . 
d.  i.  mit  {  ^ kj    gleiche  quadratische  Reste.    Hat  man  z.  B.  die 

quadratischen  Reste  von  1  ,  2  ,  3  ,  .  .  ,  .  7    nach   dem  Modul  1  4 
gebildet,  so  mufs 

(  -^ "Hm    denselben  Rest  wie  (  — 1  )  ,  d.  i. 

10  „  „       „        4    geben  u.  s.  w. 

Allgemein:     Für  den  Modul  m  hat  p'^    denselben    quadrati- 
schen Rest  wie  (m  —  p)". 
Hieraus  folgt,    dafs   man  für  einen  geradzahligen  Modul  tn 
sämtliche  quadratische  Reste  erhält,   wenn  man  sie  nur  für  1,2, 

3^  ....  bis  (-^  )     bildet,    da  diese  in  umgekehrter  Ordnung  auch 

für  die  folgenden  Quadrate  gelten  müssen. 

Die  quadratischen  Reste  von  10  z.  B.  sind: 


fürl^ 

1, 

„    2^ 

4, 

.    3^ 

9, 

„   4^: 

6, 

.    5^: 

5. 

Da  5  =  -^  =  -«,    so    müssen    nun    die   Reste    6,    9,    4,    1 
folgen. 
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VI.     Ist  der  Modul  m  ungerade,  so  ist  —    gebrochen   und 

von  den  —  zunächst  hegenden  ganzen  Zahlen  ist 

m        1         m — 1     ,.      ..  ,    ,,  ,  ,  m    ,     1        m-\-\ 

-^ —  =  — - —  die  nachstklemere,  -7-  +  ^= — ^ — 

die  nächstgröfsere  sanze  Zahl.     Es  sind  also 


m  —  1         ,  m-\-\  (      m  —  1    ,    . 
— ^—  und— 2— (^=-^     +1 

die   beiden    mittelsten    aufeinander    folgenden    ganzen   Zahlen    der 
Zahlenreihe   1,2,3,....  in. 

Von  den  Zahlen  1,  2,  3,  ...  .  13  z.  B.  sind  die  Zahlen 
13-1        uu„clii±l  =  7 


2  2 

die  beiden  mittelsten. 

Nach  IV,  2.  Zusatz  hat  ( — -^ — )  gleichen  quadratischen  Rest 

.     /          M+l\''       ///i— 1\"    ,      ,.,       ///i+1     ,    . 
mit    (  m ^ —  j  ^  V  — 9 /  '  ttesgieichen  l  — ^ h  1 

gleichen  quadratischen  Rest  mit 
m-\-  i 


+  1 


(  — ,- \-  2  )    gleichen  quadratischen  Rest  mit 


m 


u.  s.  w.,  folglich  wiederholen  sich  von  — - —  an  die  quadratischen 

-n.              1    T     T^           m-\-\       m+l     ,    ^      ;/«+!,-,  , 

Reste  und  die  Basen  — - — ,  — ^ hl,  — ^ 1-2,  —  geben 

dieselben  quadratischen  Reste  wie  die  Basen 

m  —  1      m  —  1        ^      m  —  1        _ 

— ^— ,  -^ 1,   --^ 2  U.S.W. 

Also  auch   hier    hat  allgemein  für  den  Modul  m  das  Quadrat 
p    denselben  quadratischen  Rest  wie  [m — p)". 

Um  mithin  für  den  ungeradzahligen  Modul  m  die  quadra- 
tischen Reste   zu   erhalten,    hat   man  nur  die  quadratischen  Reste 

,^  0-'  o^'  1-  ^''— M' 

von  1,2,3     bis  I — ^ I 
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ZU    bilden,    da   diese   in   umgekehrter  Ordnung  auch  für  die  fol- 
genden Quadrate  gelten  müssen. 

Die  quadratischen  Reste  von  13  z.  B.  sind 

für  l'  :    1 , 

M  o    .'    9, 

„  4^   3, 

„  5':  12, 

„  6^10. 

Da    6    =  ( j  =  ( — - —  j  ,  so  müssen  nun  die  Reste  10, 

12,  3,9,  4,  1   folgen. 

VII.  Ist  p  eine  ungerade  Primzahl,  so  gehört  die  Hälfte  der 
Zahlen  1,  2,  3,  .  .  .  .  (/>  —  1)  zu  den  quadratischen  Resten  von  p, 
folglich  (siehe  III)  bilden  die  Zahlen  der  anderen  Hälfte  die  Nicht- 
reste. 

Die  quadratischen  Reste  von  7  z.  B.  sind  1,  4,  2,  denn 

für  1':  1, 


2:4, 

;r':2      (3  =  1^,    siehe  VI 


1,  4,  2  aber  umfassen  die  eine  Hälfte  der  Zahlen  1,2,  3,  4,  5,  6; 
mithin  die  andere  Hälfte:  3,  5,  6  die  quadratischen  Nichtreste, 

Beweis.     Die  sämtlichen  quadratischen  Reste  nach  dem  (un- 
geraden) Modul  ^;  findet  man  nach  VI  aus 

1\  f,  3%  . .  • .  (^ 

Würden  diese  Reste  noch  nicht  die  Hälfte  der  Zahlen  1,  2,  3, 
{p  —  1)  umfassen,  so  müfsten  einige  der  Quadrate 

2 


>^.^....(^y 


gleiche  Reste  geben.     Angenommen  nun,    a  und  h  wären  2  diese 
Zahlen,  deren  Quadrate  gleiche  Reste  r  geben,  so  würde  also 

a  =Ap-\-r 
h'  =  Bp  +  r 
sein  und  folglich  wäre 

a—y'  =  { Ap  4-  rf  —  {Bp-{-  ;•)'  =  ( A' p  +  2 Ar  —  B' —  1  Br)  p 
d.  i.  «"  —  h'=^{a-\-h)  (a  —  h)  durch  p  teilbar. 
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Dies  ist  aber  unmöglich,  weil 


und  folgl.  (durch  Addition): 


a-\-b^p  —  1 ,  mithin  desto  mehr 
a  —  h-Ci)  —  1- 
Ist  aber  jeder  der  beiden  Faktoren  des  Produkts 
{a  +  h){a  —  h) 
kleiner  als  p  und  p  eine  Primzahl,  so  müssen  diese  Faktoren  prim 
zu  jj,  mithin  auch  ihr  Pi'odukt  prim  zu  p  sein  (siehe  25.  Satz), 

VlII.    Es  ist  («+i)'=7r4-(2«H-l), 

(«  +  2)"-=w'  +  4;^  +  4=(w+l)'  +  (2w4-3), 
{n  -f  Zf=^,f  _|-  6w  +  9  =  («  +  2)'  -h  (2?^  +  5) 

u.  s.  w..   folglich  ist  (w+l)"  um  die  ungerade  Zahl  1n-\-\  gröfser 
als  ri . 

(n  -{-  2)'  um  die  nächstgröfsere  ungerade  Zahl 
2»-}-3  =  (2//  +  l)  +  2 
gröfser  als  {n  -f-  I)", 

(n  +  3)    um  die  nächstgröfsere  ungerade  Zahl 

2;^  +  5=^[(2«+l)  +  2]-f2 
gröfser  als   fn  -\-  2)'    u.  s.  w. 

Mithin  kann   man   die  Quadratzahlen   T,  2',  3", durch 

Addition  der  ungeraden  Zahlen  bilden  und  zwar: 

U^=    0 

l"''^  0+1=  1 
2'=  1+3=  4 
3'=  4  +  5=-  9 
4"=  9  +  7  =  16 
5-' =  16 +  9=25  u.  s.  w. 

Da  (w+1)"  um  2><+l  >  ?^^ 

so  ist,  n-\-\=x,  folglich  '/2  =  a' — 1   gesetzt: 

x^  um  2  (a;  —  i)  +  1  >  (x  —  1 )',  d.  i. 


2 


X 


20-— 1  >ix  —  ^f. 


Es  mufs  also  7":m  einen  um  (2-7 — 1)  gröfsern  Rest  als  6":w 
geben.  Mithin  bildet  man  die  quadratischen  Kestc  einfacher  da- 
durch,   clafs    man    die   ungeraden   Zahlen   der  Reihe   nach   addiert. 
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Die  Reste  sind,  wenn  sie  gröfser  als  der  Modul  sein  sollten,  even- 
tuell um  ein  Vielfaches  des  Modul  zu  vermindern. 

Beispiel.     Um   die   quadratischen  Reste   von    15   zu   bilden, 

findet  man:  p..    ^2     ^   , 

für  1  :    0  -f    1  =    1 , 

„  2^    1+    3=   4, 

„  3':    4+    5=   9, 

„  4':   9+    7  =  16  oder  16—15  =  1, 

„  5^    1+    9=10, 

„  6^10+11=21  oder  21  —  15  =  6, 

„  f:   6+13=19      „      19  —  15  =  4, 

„  8':    4  +  15=19. 

Die  Reste  wiederholen  sich  nun  in  umgekehrter  Folge.  Da 
15  keine  Primzahl  ist,  so  gilt  hier  VII  nicht,  vielmehr  sind  die  qua- 
dratischen Reste  von  15  nur  1,  4,  6,  9,  10,  die  quadratischen  Nicht- 
reste  mithin:  2,  3,  5,  7,  8,  11,  12,  13,  14. 

56.  Ist  p  eine  Primzahl  und  a  ein  quadratischer  Rest  von  p, 
so  giebt  es  in  der  Reihe  1,  2,  3,  ....  (^ —  1)  zwei  Zahlen:  k  und 
ß  —  k  (dei'en  Summe  also  =p  ist),  von  welchen  das  Quadrat  nach 
dem  Modul  j)  denselben  kleinsten  positiven  Rest  als  a  nach  dem 
Modul  p  hat,  so  dafs  also  (wie  im  Zusatz  von  50)  k  —  a  [oder 
(p  —  k)  —  a]  durch  jy  teilbar  ist. 

Nach  dem  50.  Satze  müssen  sich  alsdann  die  übrigen  p  —  3 
Zahlen  der  Reihe  1,  2,  3,  ...  .  (/>  —  1),  so  paaren  lassen,  dafs  die 
Produkte  der  Paare  nach  dem  Modul  p  denselben  kleinsten  posi- 
tiven Rest  wie  a  nach  dem  Modul  p  haben.     (Satz  von  Dirichlet). 

Beispiel.  Nach  dem  Modul  p=[[  ist  ein  (quadratischer 
Rest  a=16,  denn  4'^:  11  giebt  die  Reste 

5,  5  +  11  =  16,  5  +  22  =  27  U.S.W,  (s.  55,11). 
Aus    der   Reihe  1,  2,  3,  ....  10    finden    sich    die  Zahlen  4    und 
11  — 4=7  von  der  Eigenschaft,  dafs  sie  denselben  Rest  wie  16: 11 
geben,  denn 

4":  11  giebt  denselben  Rest  5,  wie  16:11, 
7':  11       „  „  „     5,     „     16:11. 

Die  übrigen  Zalilen  1 ,  2,  3,  5,  6,  8.  9,  10  lassen  sich  in  folgender 
Weise  paaren:  2-8,  1-5,  3-9,  6-10,  d.i. 

16,      5,      27,      60,      die  durch   11  dividiert 
gleichfalls    5,       5,       5,        5        als  Rest  geben. 

Beweis.  Ist  a  ein  <juadratischer  Rest,  so  giebt  es  (s.  55.  Satz) 
in   der  Reihe  1,2, 3, ....(/;— 1)   eine   Zahl  k  von    solcher  Be- 
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schafFenheit ,  dafs  k^  nach  dem  Modul  p  denselben  kleinsten  posi- 
tiven Rest  hat,  wie  a  nach  dem  Modul  p,  so  dafs  also  k  —  a 
durch  p  teilbar  ist.  Da  k'  nach  dem  Modul  p  denselben  Rest  wie 
{p  —  kf  nach  dem  Modul  p  giebt  (s.  55.  Satz,  VI),  so  ist  p  —  k  die 
andere  Zahl    derselben  Eigenschaft.     [Dies    läfst   sich   auch   direkt 

[p  —  A)" —  a  =  />  —  Ipk  +  A"  —  a=  V  -\-k  —  a 

beweisen,  weil  (F^-j-A" — a)'-P  denselben  Rest  wie  (A^  —  o)'- P 
geben  mufs.] 

Noch  eine  andere  Zahl  q  aufser  jener  A  (resp.  p  —  A)  kann  es 
nicht  geben,  welche  gleichfalls  in  der  Form  q"  nach  dem  Modul  p 
denselben  kleinsten  positiven  Rest  geben  könnte,  als  a  nach  dem 
Modul  y>.  Denn  dann  wäre  auch  q"  —  a  durch  y>  teilbar,  und  Aveil 
dann  sowohl  q"  —  a  als  auch  A"  —  a  durch  p  teilbar  wäre,  so 
müfste  auch  die  Differenz  beider  Ausdrücke,  d.  i. 

q—a  —  {  k^  —  a)=  q  —  A^=  {q  -|-  A)  {q  —  A) 
durch  p  teilbar  sein.  Da  aber  q  —  k  prim  zu  jW,  weil  beide  {q  und  A) 
<,p  und  7;  eine  Primzahl,  so  müfste  q-\rk  durch  p  teilbar  sein. 
Nun  ist  q-{-  k  =  1p,  ^p  ....  unmöglich,  da  q  und  A  Zahlen  sein 
sollen,  die  <,p.  Aber  auch  q-{-k^p  würde  zu  keiner  neuen 
Zahl  führen,  Aveil  dann  q  =  p  —  A-  wäre,  demnach  keine  andere 
Zahl,  als  die  schon  aus  A  durch  Subtraktion  von  j)  bestimmte. 

57.  Ist  p  eine  Primzahl  und  a  nicht  durch  p  teilbar,  so  ist 
entweder  p  —  "^ 

l-2.3....0/-l)4-«    - 


1 


oder    1  •  2  •  3  .  .  .  .  (/v  —  1 )  —  a 

durch  p  teilbar,   je    nachdem    a    ein    quadratischer   Rest    oder   ein 
quadratischer  Nichtrest  ist,     (Satz  von  Dirichlet.) 

I.Beispiel.  />=11,  a  =  9.  Die  quadratischen  Reste  von  11 
sind  1,  4,  9,  5,  3,  folglich  ist  «  =  9  ein  quadratischer  Rest  und  es 
ist  daher  ilni 

1-2-3-4 10  +  9    ^     =3628800  +  9^ 

=  3628800  +  59049  =  3687849 
•lurch  1 1   teilbar. 

2.  Beispiel.  i?  =  7,  «=^5.  Die  quadratischen  Reste  von  7 
sind  1,  4,  2,  daher  ist  5  ein  quadratischer  Nichtrest.     Mithin  rauf^^ 

7  —  1 


1 -2 -3 -4 -5 -6  — 5    '    =720  — 5'' =  720— 125  =  595 
durch  7  teilbar  sein. 
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Beweis. 

L  Es  sei  a  ein  quadratischer  Nichtrest  von  p.  Dem  50.  Satze 
zufolge  können  die  Zahlen  1 ,  2,  3,  ....  (7^  —  1)  so  gepaart  wer- 
den, dafs  aus  den  Zahlen  der  einen  Hälfte:  m,  m^,  m^,  w^,  .... 
und  den  Zahlen  der  andern  Hälfte:  ??,  «^  w^,  w^,  ....  die  folgen- 
den ^— —  Differenzen: 

mn  —  tf,    m^Mj  —  a,   m.pi.,  — ^ «,    ^^3*^3  —  «,.... 

gebildet  werden  können,  die  alle  durch  7?  teilbar  sind  (siehe  Zusatz 
von  50).     Folglich  ist: 


mn  —  a  =  V 

p 


m 


^?«j  — a=r,  u.  s.w., 

^r  \  ^—. —  Gleichunofen ! 


oder  es  ist 

m.  n.  =  a-\-  V    u.  s.  w.  (       2 
11  V  > 


Durch  Multiplication  (nach  §.11,  10,  Zus.)  ergiebt  sich: 


mn  711^  n^  m^  n 


{a-\-V^    '     ,  d.i.  (s.§.62,7): 
p  —  \  1 


7nm^  ^2 .  .  .  .  nn^  n.,  .  .  .  .  =  a    ~     H r- a  ^'p~^  — ' 

oder  weil    die  Faktoren  7nm^  ....  ww^  ....  die  sämtlichen  Zahlen 

1,2, 3, ....(;>-!) 
repräsentieren   und   rechts   die  Glieder   vom   2.   an  den  Faktor  T^, 
enthalten  müssen: 

1  •  2 •  3 {p—\)  =  a    ''     +  r^,  und  folglich 

1.2.3....(;;-l)-a    '     =7;, 
d.  h.  die  Differenz  links  ist  durch  p  teilbar. 

n.  Es  sei  a  ein  quadratischer  Rest  vonjy,  ferner  k  und  y)  —  /. 
nach  dem  56.  Satze  von  der  Beschaffenheit,  dafs  k  —  a  durch  p 
teilbar  ist.  Dann  lassen  sich  aus  der  Reihe  1 ,  2,  3,  ....  (7^ —  1), 
in  welcher  A'  und  p  —  k  fehlen,  die  Zahlen  7n,  7n^,  m^  .  .  .  .  der 
einen  Hälfte   mit  den   Zahlen  w,  n^,  n.^  .  .  .  .  der  andern  Hälfte  so 

o 

paaren,  dafs  die   ^—^ —  Differenzen 

7nn  —  a,  7n^ n^  —  a,  inji.,  —  a  u.  s.  w. 

alle  durch  p  teilbar  sind.     Aus  den  ^~-z —  Gleichungen: 
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m  n  —  a  =  V 

p 

m,  n,  —  rt  =  r    u.  s.w. 

1    1  p 

ergiebt  sich  \yie  unter  1: 

p-± 

mrn^  m.,  ....  nn^  n,  .  .  .  .  ^  a         H~  '«. 

Die  linke  Seite  aber  ist  das  Produkt  der  Zahlen  1,  2,  3,  ...  . 
{p — 1)  ohne  die  Zahlen  k  und  ^  —  k.     Daher: 

Da  ferner  A"  —  a  durch  />  teilbar  ist ,  so  ist  auch 
kp  —  ( Ä-^  —  a),  d.  i.  k{p  —  k)  +  a 
durch  p  teilbar,  oder 

/;(/>  — A) +  «=[;,  folglich 


k{p-k)=V-a^ 


Damit  geht  A  über  in: 

1-2-3 {p—\)  ''^ 


a    ■     +  r'  ,  mithin 
1.2.3....(y.-l)  =  (r-a)(«^~+7;) 


p-:^ 


=  V  a    '     —a-a    '     +  (  V\'  —  a  l\ 
p  '   \   p/  p 

p-i 


=  F  — a    '     ,  daher 

p  ' 

1 


1-2-3. ..(;>-!)+«    '    =r, 
d.  h.  die  Summe  links  ist  durch  p  teilbar. 

58.  Ist  p  eine  Primzahl,  so  ist  1  •  2  •  3  ....  (7^  —  1)  +  1  durch 
p  teilbar.     (Wilsons  Lehrsatz.) 

Beweis.  Setzt  man  im  57.  Satze  (i=  1 ,  so  ist  hier  der  Teil  II 
des  Beweises  in  Anwendung  zu  bringen,  da  1  ein  quadratischer 
Rest  jeder  Zahl  ist.     Folglich  ist 

1.2.3....(/v-l)+l    '    ,  d.i. 
1.2-3.. ..(/>-l)+l 
durch  p  teilbar. 

Beispiel.  /?  =  7  giebt  1 -2  •  3  •  4 -5 -6  +  l  =  720  +  1  =  721 
durch  7  teilbar. 
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59.     Ist  p  eine  Primzahl,  a  durch  p  nicht  teilbar,  so  ist 

a         —  1    oder  a         -\-\ 
durch  p  teilbar,  je  nachdem  a  ein  quadratischer  Rest  oder  Nicht- 
rest  von  p  ist.     (Eulers  Lehrsatz.) 

Beweis.     Da  nach  dem  57.  Satze 


1-2-3 0>— 1)  +  1+V«  —  1/  oder 

p~i 


1.2.3....(p-l)  +  l-V«    "      +1, 
durch  p  teilbar  ist,   je  nachdem  a  ein  quadratischer  Rest  oder  ein 
quadratischer  Nichtrest  ist,  nach  dem  58.  Satze  aber 
1-2.3 (/>  — 1)4-1 

stets  durch  p  teilbar  ist,  so  mufs   auch  im  1.  Falle  a        — 1  und 
im  2.  Falle  a    "^     +1  durch  p  teilbar  sein. 

;;  —  1  p—1 


Zusatz.     Da  entweder  a    '     +1  oder  a    '     — 1  durch  j?  teil- 
bar ist,  so  mufs 

p  —  1         \  /    p  —  1  \       /    p  —  1 


stets  durch  p  teilbar  sein,  sobald  p  Primzahl  und  a^durch  p  nicht 
teilbar  ist. 

Der  Fermat'sche  Lehrsatz  (s.  48.  Satz)  ist  mithin  nur  ein  spe- 
cieller  Fall  des  57.  Satzes. 


§.  69.     Wurzellehre. 

1.  Die  Entstehung  des  Radicierens  und  der  Wurzel,  sowie 
die  bei  denselben  auitretenden  Begriffe  und  technischen  Ausdrücke 
findet  man  in  §.  16,  welcher  Paragraph  daher  für  die  folgenden 
Sätze  die  notwendige  Grundlage  bildet. 

Hier  mag   nur   noch   der   strenge  Beweis  für  den  Satz  ge- 

n 

geben  werden,  dafs  Va  für  die  ganze  und  positive  Zahl  ??  und  die 
ganze  Zahl  a  entweder  wieder  eine  ganze  Zahl  oder  eine  irratio- 
nale Zahl  (s.  §.  45,  6  und  7)  sein  mufs,  also  kein  gemeiner  Bruch 
(oder  periodischer  Decimalbruch)  sein  kann. 

n  H 

Geht  y«  nicht  auf,  ist  also  Va  keine  ganze  Zahl,  so  würde 

n  n 

y  a  zwischen  zwei  ganzen  Zahlen  liegen,   d.h.  es  müfste  y  a   ge- 
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brochen  sein.     Angenommen  nun,  es  wäre   ya=dem  rationalen 

Bruch       ,    wo   also  h  ui 
c 

so  müfste  nach  §.  16,  3: 


Bruch       ,    wo   also  b  und  c  ganze   rationale   Zahlen   sein   mögen, 


(  — 1  =  der  ganzen  Zahl  a,  d,  i. 

// 
-^  =    „  „  „      ö  sem. 

c 

Da  aber         keine   ganze   Zahl,    also  h   iH'im   zu  c  ist,    so   ist 
c 

,11 

auch   &"  prim  zu  c"  (s.  §.  68,  30)   und    folglich    —^    keine    ganze 

c 

Zahl  (=ö),  mithin  die  hier  gemachte  Annahme  unmöglich,  daher 
kann   >  <i  nicht  rational  sein. 

2.  Beweisführung  der  Wurzelsätze. 

n 

Die  AVurzelgleichung  'V  a=^h  ist  aus  ^"  =  «  entstanden,  folg- 

n 

lieh  ist  die  Wurzelgleichung  '^  a=h  richtig,  Avenn  Jf  ^aist,  wo 
h  jene  Wurzel,  n  der  Wurzelexponent,  h  die  Wurzelbasis.     Oder: 

Die  Wurzelgleichung  (resp.  Wurzel)  ist  i-ichtig,  wenn 
Wurzelexponent 
„Wurzel  =  Wurzelbasis". 

Anmerkung.  In  der  Folge  mag  Wurzel  stets  mit  W. , 
Wurzelexponent  mit  Wx.,  Wurzelbasis  mit  Wb.  abgekürzt  werden. 
Mithin  ist  die  Wurzelgleichung  richtig,  wenn 

Wx 
„W        =Wb"  ist. 

Beispiele. 
3 Wx 

y  1 000  =  1 0  ist  richtig,  weil  W       =  1 0^  =  1 000  =  Wb. 

y a'  —  ^ab-\-h^  =^a  —  h  ist  richtig,    weil 

Wx 

W       ^{a  —  hf  [s.  §.  IG,  4]=«-'  — 2ö/^  +  //  =  Wb. 

3  __  n  _ 

3.  Es  ist  y8'=8,  allgemein:    y  a=a. 

Radiciert  man  eine  Potenz  mit  ihrem  Potenzexponent,  so 
erhält  man  die  Basis.     Oder: 
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Gleiche  Wurzel-  und  Potenzexponenten  heben  sich,  wenn 
sich  der  Potenzexponent  unterhalb  des  Wurzelzeichens 
befindet. 

Dieser  Satz  ist  zwar  schon  unmittelbar  aus  der  genetischen 
Definition  der  Wurzel  abgeleitet  (s.  §.  16,  2,11),  er  kann  aber  auch 
durch  vorstehenden  2.  Satz  bewiesen  werden. 

Man   unterscheide  in  V  a    =  « : 
Wx.  Wb.  W. 

Da  nun  W      =a"  =  Wb  ist,  so  ist  der  Satz  richtig. 

3 X 

Beispiele.      yx=x\   V2^  =  2. 

2 

\  d  =  a^  denn  es  ist  dies    *  a  =a  (s.  §.  16,4). 


V(— 7)'  =  --7;    V(4a— 3&)'  =  4a  — 3*. 

n 

4.     Umkehruno;:    a^ra'. 


Beispiele.     6=^6%    x-\- \  =  i  {x-\-\f. 
5==y52(=y25,  wenn  kein  Fehler  entsteht  —  s.  30. Satz). 


—  3  =  V  (—  3)^  =  y  —  243. 

Wx 

5.  Ist  die  Wurzelgleichung  richtig,  so  mufs  auch  W      =  Wb 
sein,  weil   aus  V*=^a  die  Form  y«  =  6  entstanden  ist.     Ist  z.B. 

13 

y  8192  =  2  richtig,  so  mufs  auch   2^^  =  8192  sein. 

6.  Gleiches  mit  Gleichem  radiciert,  giebt  Gleiches. 

Ist  A  =  B  (Voraussetzung) 

n  n 

SO  ist  auch  y ^  =^ B   (Behauptung), 
^lan  schreibt  aucli :  A  =  B 


\  (Voraussetzung) 
n=.n    S   ^  ° 


^ A^i B    (Behauptung). 
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n  n 

Beweis.  Va  =  Va  (s.  I.Axiom), 

geht,  wenn  an  die  Stelle  des  A  der  rechten  Seite  das  ihm  gleiche 
ß  (s. Vorauss.)  gesetzt  wird,  über  in: 

n  n 

Zusatz.  Ist  .4  =  B 

und  w  =  r 


so  ist  auch  Va  =  Vb.     (Vergl.  §.  7,  9,  Zus.). 
A.    Einerlei  Basen. 


7.  y«: 


Beweis.     Auf  der  linken  Seite  hat  man  Wb  =  a,  Wx  =  l, 
auf  der  rechten  Seite  W=ö  zu  unterscheiden.     Da  nun 


w''''  =  a'  =  a=Wb, 


so  ist  der  Satz  richtig. 
1 


Beispiele.     Vx=x,    V— 10  =  — 10,     y a-\-h  =  a-\-b. 


i 


8.      y  1  =  1 ,  wenn  /:  nicht  =  0  ist. 
Beweis.     w'^''  =  l'=  1  =Wb. 


Beispiele.      yi  =  l,     yi  =  l,     yi  =  l. 


Anmerkung.     Spätere  Sätze  zeigen,  dafs  yi    stets    k    ver- 
schiedene Werte  hat. 

a 

9.  1.     ^0  =  0,  wenn  a  eine  endliche  Zahl  ist. 
Beweis,     w''"  =0''  =  0=W*. 

a 

II.     yoo  =  oo,  wenn  a  eine  endliche  Zahl  ist. 

1        ■-'       :i  o 

\Vx  w      -_-      ---  —^ 

Beweis.     W      =oo  ==  ex;  •  oo  •  oo  .  .  .  .  oo  =  oo, 

10.  I.  Die  ganzzahlige  Wurzel  aus  einer  ganzen  (und  positiven) 
Zahl  ist  kleiner  als  die  Basis. 

n 

Beweis.     Ist  V a^b,  so  ist  b"  =  a.     Da  nun  w  und  «  ganze 
(positive)  Zahlen  sind,   so  ist  nach  §.  57,  2,  III:  b<.b  , 

n 

d.  i.   '^  a  <C  tf. 

S  ch  11  ri  g  ,  Lehrbuch  der  Arithmetik.     H.  Teil.  IS 
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3 3 

Beispiel.     V 512  =  8,   d.  i.  1/512  <  512. 

IL     Die  ganzzahlige  Wurzel  aus  einem  echten  (und  positiven) 
Bruche  ist  o-röfser  als  die  Basis. 

n 

Beweis.     Ist  -^  a  =  h,  so  ist  fe"  =  «.     Da  nun  n  eine  ganze 
(positive)  Zahl,  a<  1  und  >  0,  so  ist  nach  §.  57,  16,  3.  Zus.: 


*>?/",  d.i.  y«>«. 


3 


jispiel.     |/-^  =  Y'  ^"  ^'   r    "27  '^ 


27         3  '  »^    27  "    27 

Zusatz.      Die    ganzzahlige    Wurzel    aus  jeder  positiven  Zahl 

(gröfser  oder  kleiner  als  1)    liegt  stets  zwischen  der  Wurzelbasis 

und  der  Zahl  1, 

5  

Beispiele.     1/ "t  ^"^^o*^  zwischen  —  und  1,  Vif    zwischen 
1|  und  1. 

11.       vV«/  =«.     Eine   Wurzel  mit   ihrem   Wurzelexponent 
potenziert,  giebt  die  Wurzelbasis. 

Beweis.     Die  Gleichung '  V ö^^VV«  /  ist  apodiktisch  richtig. 

Unterscheidet  man  nun  Wx  Wb     W, 
so  mufs  nach  dem  5.  Satze: 

Wx 

W      =  Wb  sein,  d.  i. 

(y  «")=«! 
Beispiele. 

(y¥)=9;    (yw-l)'  =  w— 1; 
(3V5")'  =  3^(Vy)'  =  9.5  =  45; 

loVT.  — 4y¥=  — 40  1/2"-  VI"  =  —  40(1/2')' 

=  _40-2  =  — 80; 

(4  if-^-hY = (4  -/y )" + 2  •  4  yy-  5 + 0' 

=  16-7  +  40  V7  + 25  =137 +  40  iT; 
^^a  h  —  c'  d\ 
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121-10         225 


4  3 

=  302,5  —75+50-3  (VY—  l) 
=  77,5  +150y2'; 


F2-25iV3(y2'-l)] 


(5  Va-\-iVcY  +  {lOVa  —  2V~^y 

=  25a  +  2-5yä-4  y7+ 16c  +  100ö— 2-10Vä'.2  V^ 

+  4c 
=  125«  + 20c; 

Ua  —  lb         bVa  —  b 


eVa  —  b  4 

22a— 14*  bVa  —  b'dVa  —  b 


\li  a  —  b  \-^i  a  —  b 

Tla—\\b—\h[ia  —  b)^ 

i2Va  —  b 
22a— 14&  — 15  (a  — &)  7a  +  & 


\2Va  —  b  nVa  —  b 

(5  —  2  y¥)*=[(5  — 2y3")T=[25  — 20y¥+4.3]' 
=  (37  — 20-l/y)'=1369— 1480  VT+400-3 
=  2569  — 1 480  1/3'; 

Vi        =(y7)  =7. 

1.  Zusatz.  Die  Multiplication  gleicher  Wurzeln  ist  nicht 
nach  einem  spätem  Satze  durch  Multiplication  der  Wurzelbasen, 
sondern  durch  vorstehenden  Satz  auszuführen.     Also  nicht 

Vy-yy=V49  =  7,  sondern  >/7  •  V?  =  (l/y)'  =  7. 

Offenbar  würde  auch   bei  Aufgaben  wie   y578-y578    jene    Be- 
rechnungsweise sehr  unbequem  werden. 

(9  —  2/13)  (5  +  3yT3)  =  45  — 10yi3  +  27  y  13  — 6-13 

=  — 33  +  17  yi3. 

15* 


228 


§.  69.     Wurzellehre. 


Va 


_     3  _     3  3  _    g 

Var«  Va;- y^-  =  (va:)   =^a;. 


o  a 


ia  J 


2.  Zusatz.      ^i~a^       =  (  y«  )  .(  Va  )  ^aly«  )  . 
Allgemeiner:     'Va'         =  ^"/ö^^     -^Vö^ 

(7i\  f*  r 

Beispiele. 

(ya')^=(yä)^(y7)'=ayö"; 

(y=7)'=(y^^)^y:=T=-7  y^^TY; 

3  *  3^3  ^  3 

( y7)  ==  (yä?)  -(y^)  =.ry^; 

(5yyr-9)  =(5y3")'-3.(5y3")'.9+3.5y3".9=^-9^^ 
=  125. 3  y¥— 3 -25 -3.  9 +  3- 5- 81  ys"— 729 
=  1590  y  3"— 2754: 

(o  —  7  y:^)'=6^— 3 . 6'-  7  y^=r5  +  3  -6  •  (7  y— 5)' 
-(7y^ 

=  216  — 756  y— 5 +  18 -49 -(—5) 

—  343-(— 5)y^^ 
=  —  4194 +  959  y^^5; 

5       >.  31  5  30        5  1         //  5       A^N*^     ')  5 

(yä)  =(yi)  .(y^)  =i(-y^)  j.y7=«Vä; 
(yrr^  =(yn)  Xiii)  =((il^)  ).(y7r^  =«'(y¥) 

12.     Umkehruno^.     rt  =  ''y«  '  . 
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Beispiele.      —j=  =        ,—     = ;= — ^V«; 

ya  i  a  Va 

a—b= (y7) '  -  (VI) ' = (V7+  y^)  (Vö — i'b). 

13.    ^/a'=.y^fa^  . 

Beweis.     w''''  =  (Q7)  j  =(U'7)  j    [s.§.  57, 10,  l.Zus.] 
=  a'=AVb. 

Da  nun  auch  umgekehrt  '-Va^  =Va'^j  so  kann  man  also 
beliebig  den  Potenzexponent  aufserhalb  oder  innerhalb  der  Wurzel 
setzen. 

-  2  3 

Beispiele,      ^y'x^  =yx    ; 

r;    6      

=  (—  5)'  y  —  3125  =  25  y  —  3125. 

VT^«=  (yT2^)  =5^ 

^y2''  ?  Ohne  unsern  Satz  raüfste  man  die  16.  Wurzel  aus 
2  ausziehen  und  die  erhaltene  irrationale  Zahl  1 1  mal 
mit  sich  selbst  multiplicieren.     Einfacher  daher: 

le IG 

y2^^=y2048. 


14.  1/  ,  =^  l  —  •  Nimmt  man  den  Wurzelexponent  ent- 
gegengesetzt, so  ist  die  Basis  in  ihren  reciproken  Wert  zu  ver- 
wandeln. 

—  1 

W'T  ■■//>■  iii/ni       I  I    n     \ 

Bewe 


-w-=||/::|  4V^\]  =(1) 


=  -^=:Wb. 

0 
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Beispiele. 

4    a—b 

a 

-  ^      I  /T~      " 

Zusatz.      yo  =  [/  — =  yoo  =  oo  (s.  9,  II). 

nk  n 

15.  y a''=^y a  .     Die   gleichen  Faktoren   des  Potenz-   und 
Wurzelexponent  heben  sich. 

Beweis.     W^^=  (V«'"  )"  =  ((V^)")  =  («O' 
=  a'-*  =  Wb. 

3x  3  2re  2 

Beispiele.     V2"=y2';     V  3^^  =  V "?  =  y243: 

Zusatz.     Folglich  auch    ^Vö"^    =(-1/"^).    [Siehe  13. Satz.] 

Beispiel.      ^ViÖ^     =  ^1/49'  =7^ 

16.  Umkehrung. 

ia'  =  ia''   und  ^V"^^  =^y«^    . 
Man  kann  den  Potenzexponent  mit  dem  Wurzelexponent  gegen- 
seitig erweitern. 


ispiele.     Va'  =  Va*;    \  x^  =  i  x' -, 


Be 

r 

r  Gr  +  l)^   [mit  12  erweitert]  =  ^ {x-\-\f. 

Anmerkung.     Weiter  unten  wird  gezeigt,  dafs  wohl 

3 ^  .  .  3 (; 

y5=y5^,  aber  nicht  unbedingt  y5  =  y25  ist. 

Zusatz.     Um  zu  untersuchen,  welcher  von  den  beiden  Wer- 

3 5 

ten  y6    und   y20    der    gröfsere   ist,    bringt    man    beide  Wurzel- 
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15 


exponenten  auf  ihr  kleinstes  gemeinsame  Vielfache.     Daher  ^6 


15 


und  ^20%  d.i.y  7776  und  VSOOÜ.     Mithin  ist  der  2.  Wert  der 
sri'öfsere. 


,.     Va^ 


17.     y   a"  =^^ a  .      Gleiche  Divisoren  des  Wurzel-  und  Po- 
tenzexponent heben  sich. 


n  ^  n 


Beweis.     W^^=  ^V^O    =((y,/)  ;  =(,/) 

=a*=Wb. 
Beispiele. 

A  - 

y  2^='^Y=Vs;    J^  10-' =Vio'  =  VIä 

Zusatz.      Folglich  auch    ^  Va^      =  (y^^  .    [S.  13.  Satz.] 
Beisniel.     (  Vm^ '      =  vysij)  =s'. 


y-    1/  i 

•uns.      »^  a  -=  r    «  . 


18.     Umkehn 

j\Ian    kann    den    Potenzexponent    mit    dem    Wurzelexponent 
gegenseitig  kürzen. 

12  3  10 2  

Beispiele,     i at  =i i  ;     Vo;' =  Vo;' =  y7; 

25  5 5 

y(_  10)''^=  y(—  lof  =  y— 1000; 

«■-  —  *^  a  ^  5 


y  a;"'^''  [durch  a-\-h  gekürzt]  =   i  x. 


Zusatz.       'y«-'   = 


ly« 


Beisp 


ispiel.     ^ysi^  =(y8T)'=9l 
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n  r^ 

19.  y  a  =a^ .  Für  die  Wurzel  kann  man  eine  Potenz 
setzen,  deren  Exponent  der  Quotient  aus  dem  gegebenen  Potenz- 
und  Wurzelexponent  ist. 


y-     n 


Beweis,     y^^'^^a^^  =«"  "^/^Wb. 
Beispiele. 

3  12  2 m 

-i/     12             ^           4          -i/     10  t/     1"              T~            5 


1/  I     I 


1 

1  ' 

6 


ar  +  l  •■r^  — I 


3^ 


a  — 6 

/      V2  a  —  b  a^  —  b"- 


X      ■%/     a2  —  j2 a  —  6  a  +  6 

X 

Besonders  zu  beachten  sind: 

I.Zusatz.      ^y«  '  ^^=y a  =a\ 
Beispiele. 

2.  Zusatz.      ■\/q.=^'V a  =:a^  =  a^ ,      Ist   nun    a>l,    so    ist 

0 

y^=oo  (s.  §.  62,  7,  6,  Zus.).     Ist   a<\,   also    ein   echter    Bruch, 

o_      ■  0 

so  ist  ya  =  0  (s.  §.  62,  7,  7.  Zus.).     Ist  a==\,  also  Y\    der    ge- 
gebene Ausdruck,  so  ist  derselbe  unbestimmt,  denn 

A  0  1 


yr=yi'=i"  =  i"  (s.§. 57,2,v). 
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3.  Zusatz.     ya  =  ya=a'^  =  a=\. 

4.  Zusatz.     Vo     ist  ein  unbestimmter  Ausdruck,  denn 

ac>_ .  _1_ 

y  O'    =  0  ^  =  O"  (s.  §.  57,  7/1.  Zus.). 

5.  Zusatz.     V CO  ist  ein  unbestimmter  Ausdruck,  denn 

00 J^ 

y  co'  =  oo^=  co"  (s.  §.  57,  7,  2.  Zus.). 


20.  Umkehrung.  a"=ya.  Die  Potenz  mit  gebroche- 
nem Exponent  verwandelt  man  in  eine  Wurzel  aus  einer  Potenz, 
wenn  man  den  Nenner  des  gegebenen  Exponent  als  Wurzelexpo- 
nent und  den  Zähler  des  gegebenen  Exponent  als  Potenzexponent 
setzt 


Beispiele. 

1  2 

2  -l/      1 

=  1/7; 

1 

1 

1 

1 

K^^  y ) 

1 

s 

3 

ix-hi/y' 

^ix  +  yf 

Vx+y 

.3 

5« 

1 

4 

1 

4 

yi25 

Die  Rechnung  mit  den  AVurzehi  erleichtert  man  sich  oft  da- 
durch, dafs  man  nach  dem  19.  Satze  statt  der  AVurzeln  gebrochene 
Potenzexponenten  einführt.  Da  das  Resultat  jedoch  besser  durch 
eine  möglichst  einfache  Wurzel,  als  durch  eine  Potenz  mit  ge- 
brochenem Exponent  gegeben  wird,  so  ist  zum  Schlufs  der  Rech- 
nung noch  der  vorheizende  Satz  in  Anwendung  zu  bringen. 


Beispiele. 

—  4>i;                               l.T                  2%                             9 

2' 

1           1 

y2»     y5i2 

2 

/                              / ; —        ■»  / 

.1    1/  1       ? 

1^  yi4      '    14^^ 

=  14"  =  yi4; 
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y^.v«' 


-1  3 

a    'ü 


1  1 


^  a 


-2«, 


6    ~    2  » 


o         „1,         1     ,      a  .Sa  ,,  3a— 1 

r4ra  '•*        ü'2«         -4n  ^  r         4n 


4  n 

-i/   r3a  — lün 


.1  — n   1/        1  — mt/     1 

:  f     X         y  X 


XV        X 


l/  ^^=^ 


=.rV     o;^    "  r 


1  --  n  H 1 


1/  .-.1/  ^- 

cT  V      a:         f    X 


n  n 

1/       1-n        'W~^  1/     ^7^'^"  1        ■^ 

=xr    X        'X  =xf    X  =x  -x 


(y^:) .  Vx^yxVJ 


-1/     - 


4  10 

X     '  X 


4         3     ,      "i  3 


1     __•!  ]/   1 

4  10      1/        5 

1  1 


b         4  10  5 

X  =  X 


1_  4 

•'         Vx 


-      —3 


«  ^    a 
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r    a      •  a        •  f    a   '  a 


\ 


a  f    a   •  a 


—  o 

V 


a       •  a 


a  r    a  •  a    •  Y   a 


.  12 

a       ■  a 


1  12  12 

a  '  a        •  a 


r. 


.1        '         1  .>  '        1 Q  1  •» 


4 
1    /  2~  1 


/^ 


«r  1   /    '' 

21.  K  a=  y  y  a.  Eine  Zahl  kann  man  durch  ein  Pro- 
dukt radicieren,  indem  man  die  Zahl  zuerst  durch  einen  beliebigen 
Faktor  dieses  Produkts  radiciert  und  die  hierdurch  entstehende 
Wurzel  alsdann  durch  den  andern  Faktor  radiciert. 


Beweis. 


w"'= 


=  (K7) 


«  =  Wb. 


n  \nr 

VV^  I   =\\V  Y~a    ) 

3    ^_^__ 
1-' l/   i    3_ 

Beispiele.     ]/'t)25  =  y  ]/^b25  =  Yh  . 

I^IOOOÖ  =  Y  /lOOUU  =  ]/^ TüO  =  10.  Um  also  die  4.  Wur- 
zel auszuziehen,  kann  man  die  Quadratwurzel  2 mal  nach 
einander  ausziehen. 

2   

-^125"=  ]/ 1^125  =  Y~b; 
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]/"81  =  r  ]/  81  ==  y^.  Um  die  6.  Wurzel  auszuziehen,  kann 
man  also  zuerst  die  Kubikwurzel  und  dann  die  Quadrat- 
Avurzel,  oder  auch  erst  die  Quadrat-  und  dann  die  Kubik- 
wurzel ausziehen. 

3    n   3   

Zusatz.     Die  ganzzahlige  Wurzel   aus  jeder  beliebigen  Zahl 
nähert   sich   der  Zahl   1    imnier  mehr,  je  gröfser  der  Wurzelexpo- 

4  

uent   wird.      So    ist   z.  B.  / 10000  =  10    der   ZahUl     näher    als 


y"  10000  =100;  1/-L  =  4-  der  Zahl   1   näher   alsl/-^   =^. 
'     o4        2  '^    64  8 

"'—  1  /  ^'^ 

Beweis.     Für  «>  1    ist  nach  Satz  11,  1:    ]/  a,  d.i.  f    V  a 

r r 

kleiner  als  die  Wurzelbasis  Y  a   (dieser  7^*^°  Wurzel)  und  Va  <  «, 

n 

"-—  l/  '"— 

Für  a  <  1  ist  nach  Satz  1 1 ,  II :    V  a,   d.  i.  y  Y  a    gröfser  als  die 

r r 

Wurzelbasis  Va  und  Va'>a. 

n 
J   /   r nr 

22.  Umkehrung:  fYa  =Y a.  Anstatt  aus  einer  Wur- 
zel eine  Wurzel  zu  ziehen ,  kann  man  die  ursprüngliche  Wurzelbasis 
sogleich  mit  dem  Produkt  der  beiden  Wurzelexponenten  radicieren. 

l/i  3..'^  9_ 

Beispiele.     J/ j/lT  =]/ 5  =/5; 

2    

y  Yx  =  y  Yx=Y'x  =Vx', 

YyYa  =  Vi=Y'a, 

I      /    3  30 

'    n. 

n  r 

Zusatz.     Daher  auch   f    Y  a==Y  a=y  Y  a. 
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3  3 


Beispiele.     |^V4=|    V  "i  =  V '^ 

X    5   


32  =  2. 

*  A-  _ 

23.     Ist  k  eine   ungerade  Zahl,   so  ist   V —  a  =  — V  a. 
Oder,    weil    man   die   ungerade   Zahl   mit   2w  +  l    bezeichnet : 

2»  H-  1  2n  +  1 

y — a  =  —  y  a.  Oder:  Die  Basis  einer  ungeradzahligen  Wurzel 
kann  man  mit  —  1  multii)licieren,  wenn  man  das  Vorzeichen  der 
Wurzel  ändert. 

Beweis.     W^'"'  =(—!?«)  =—(/«)  [weil  Ä-  ungerade  ist | 
=  _a  =  Wb. 

Beispiele.    V— 125  =  — /T25= 5; 

5  5 3 :;  _ 

y  _  32  =  —  V  32  =  —  2;  1  —  /-  .T  =  1  +  Vx; 


■2a  +  V  1  —  36  =  2«  -V  .SÄ  -  l. 

3  ■•! 


n  —  V  —  4  —  öcT  =  M  -h  y  4  +  5a-. 

k  

Anmerkung.      Für  ein  gerades  k  ist  jedoch  nicht  V — (i 

=  —  Va,  weil  V — y  af  =-\-yy  a'  =-\-  a,   dieses  Resultat  aber 
nicht  jener  Wurzelbasis  ( —  d)  gleich  ist. 


Die  Ausdrücke  V — 3,  1^1  — 3a:  müssen  daher  (vorläufig)  un- 
verändert stehen  bleiben. 

k *  _ 

1.  Zusatz.      Für  ein   ungerades   k  ist  daher   V —  1  =  —  K  1 

7 

=  — 1.     Z.  B.  V  —  1  =—  1. 

2.  Zusatz.  Ist  die  Wurzel  aus  einer  negativen  Zahl  gegeben 
und  im  AVurzelexponent  eine  ungerade  Zahl  (>  2)  enthalten,  so 
zieht  man  nach  dem  22.  Satze  zuerst  aus  der  negativen  Basis  die 
ungeradzahlifje  AVurzel. 

11    ______  

Beispiele.     J/—  ^  —V  V^^  =V  —y~i  =  V  —  \; 

12  * 4 * 

Y-  .343  =  |/|/— 343  =  1/— /343  =  |/  — 7. 

18 

}/  _  100  =  |//—  100  =  K—  V^(i 
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24.    Die  Werte  der  Quadratwuzrel. 

I.    Die  Quadratwurzel   aus  einer  einfachen  Zahl  hat  stets  2 
einander  entgegengesetzte  Werte. 

1^49  ist  sowohl  -{-1,  als  auch  — 7;    denn 

1)  /49 \-l,  weil  W'^^  =  (+7f  =  +  49  =  Wb; 

2)  /49=  — 7,     „^    „     =(_7f  =  +  49  =  Wb. 

Man  schreibt  daher  >^  49^  +  7,  gelesen:  „>^49  ist  =+  oder 

—  7". 


V 


^=+j;   denn(+|)=  +  (|)=  +  ^  =  Wb. 


/6i  =  +2i;   denn  (-|-2^f  =  +  (-|)  =6^. 

IL     /Sl— 3/l6'+5/3b'— 7  y T— 13=? 
Bezeichnet  hier  jeder  der  Ausdrücke  1^81,    V  16,    Vo'o,    Y\ 
eine  Anzahl  von  Individuen,  die  nur  positiv  sein  kann  (§.  1,  15  u. 
§.  51,l,h),  so  erhält  der  gegebene  Ausdruck  die  Bedeutung: 
(-f-9)-3(+4)+5(+6)-7(+l)-13 
=  9—12  +  30  —  7—13  =  7. 

Bedeuten  jedoch  dieselben  Wurzeln  die  entgegengesetzten,  also 
negativen  Werte  {V^\^=  —  9,  yi6  =  — 4  u.  s.  w.),  so  erhielte 
man:  (_  g)  _  3  (_  4)  _|_  5  (_  6)  — 7  (— 1)  — 13 

=  —  9  +  12  —  30 -1-7  —  13  =  —  33. 

Hieraus  folgt,  dass  man  die  beiden  Werte  des  gegebenen  Aus- 
drucks durch 

+  9  — 3 (+4)  4- 5 (+6) -7(4:1)  — 13 
wiedergeben    kann    und     dafs    man    bei    der    Berechnung    eines 
solchen     Doppelzeichen     enthaltenden     Ausdrucks     nur     entweder 
überall    das    obere   oder    nur   überall    das   untere   Zeichen   nehmen 
darf. 

Führt   man   hier   die  Multiplication   aus,    wobei  man  z.  B.  im 
2.  Gliede  mit  dem  obern  Zeichen  — 3 --1-4= —  12,  mit  dem  un- 
tern Zeichen  — 3  —  4^-f-12  erhält,  so  ergiebt  sich: 
+  9  +  12  +  30+7-13. 


2.  Beispiel.      20  —  3/49—2/100+9/4 

=  20  —  3  (+  7)  —  2  (+  1 0)  +  9  (+  2) 
=  20  +  21  +  20  +  18. 

Die  Berechnung  dieses  Ausdrucks  giebt  mit  dem  obern  Zeichen 
20  —  21+20  +  18  =  37, 
mit  dem  untern  Zeichen 

20  +  21—20—18  =  3. 
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III.     ö  +  (ö  +  c  —  d)  ist  mit  dem  obem  Zeichen 

a  +  ib-\-c  —  d)  =  a-\-b  +  c  —  d, 
mit  dem  untern  Zeichen 

a  —  {b  -\-c  —  d)^a  —  b  —  c-{-d. 
Umgekehrt  mufs  nun  auch 

oder  ??i  -j- n  +^j  —  q-\-r  =  m  —  ?  +  (  w  — p  +  r)  sein. 
Offenbar  wird  der  Ausdruck  dadurch  übersichthcher,  dafs  man 
die  Glieder   mit  Doppelzeichen   durch   ein  einziges  Doppelzeichen 
vereinigt. 

25.     Die  geradzahlige  Wurzel  aus  negativen  Zahlen. 

I.  V — 16  wäre  die  Zahl,  welche  mit  dem  Wurzelexponent 
2  potenziert  die  AVurzelbasis  — 16  giebt.  Da  nun  jede  positive 
oder  negative  Zahl  in  der  2.  Potenz  stets  wieder  eine  positive  Zahl, 
nie  aber  — 16  geben  kann,  so  kann  V  —  16  auch  keiner  positiven 
oder  negativen  Zahl  gleich  sein.  Wäre  z.  B.  V  —  16  =  —  4,  so 
müfste  W'^^  =  — 16  sein,  es  ist  aber  W'^^  =  (— 4f  =  + 16. 

8 
4  'i  1  /  p         10 

Eben    so    kann    für  V— 16,     /— 1,     |/  — y»     V  — 123,4 

u.  s.  w.  keine  positive  oder  negative  Zahl  gefunden  werden ,  da  eine 
solche   in   der   4.,   6.,   8.,    10.  Potenz   ein   positives   Resultat,    nicht 

1 
aber  —  16.  —  1, ^  u.  s.  w.  geben  würde. 

Allgemein:  Die  geradzahlige  Wurzel  aus  einer  nega- 
tiven Zahl  kann  weder  durch  eine  positive  noch  negative 
Zahl  dargestellt  werden,  ihr  Wert  erscheint  uns  daher  mit 
Rücksicht  auf  die  bisherigen  Sätze  und  Begriffe  vorläufig 
vollständig  unklar  und  unverständlich. 

Die  Zahlen  teilt  man  demnach  ein  in  reelle  und  imaginäre*). 
Die  reellen  (möglichen)  Zahlen  umfassen  die  uns  bekannten  positiven 
und  negativen  Zahlen,  liegen  also  zwischen  den  Grenzen  — oo  und 
+  oo  innerhalb  der  in  §.  51,  1,  f  gegebene  Linie  Y.  Die  imagi- 
nären (unmöglichen)  Zahlen  können  vorläufig  nur  durch  die  ge- 
radzahligen Wurzeln  aus  negativen  Zahlen  angedeutet  werden. 
Dennoch  sind  dieselben  keine  sinnlosen  Zahlen,  vielmehr  werden 
schon  die  nächsten  Sätze  denselben  eine  bestimmtere  Bedeutung 
geben.  Für  die  höhere  Mathematik  sind  sie  sogar  von  gröfster 
Wichtigkeit. 

II.  Die  imaginäre  Quadratwurzel  ist  gleichfalls  zweideutig, 
denn  es  ist  V  —  3  =  +  V  —  3,  weil 

*)  Das  „g"  ist  hier  nicht  wie  „seh",  sondern  wie  in  dem  Worte  „Gold" 
zu  lesen. 
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W^^^  =  (+/-3)'''==:  +  (!/^3")'  =  +  (-3)  =  -3  =  Wb; 
aber  auch   V  —  3  =  —  V  —  3,  weil 

W''''  =  (— ,/^3')'  =  +  (/^^)'  =  +  (— 3)  =  — 3  =  Wb. 
III.     Die  imaginäre  Einheit  V  —  1    kürzt   man    (nach   Gaufs) 
mit  i  ab.     Statt  i  -{-3  V  —  1  schreibt  man  daher  4  +  3  i,  statt 
—  7  —  2  V  —  i  :  —l—2i. 


■u^   .4      .__    .        ■ 


«_;*.;-'_  1  .,_n  =  _i.       i'  =  i^-t^=  1  •(—/)  =  -  /; 


Es  ist  V — 25    imaginär,    zugleich    aber    V — 25  =  5/,  weil 

W'''"=(50'  =  25/:'  =  25.(iV=T)'  =  25(-l)  =  — 25=Wb. 

Hieraus  folgt,  dal's  nicht  blofs  i=y  —  1 ,  sondern  auch  jedes  Viel- 
fache von  i  ima.ginär  ist. 

IV.  Potenzen  von  /. 

-fl   (s.  §.  57,7);  /'  =  /: 

8  __  r-iy  __  I ^ ^^  I .  i'  ={i  )   •  /  =  1  •  /■  =  <  u.  s.  w. 

Die  Werte  1 ,  /,  —  1 ,  —  /  wiederholen  sich  mithin  cyklisch. 
Führt  man  allgemein  für  die  Exponenten  Vielfache  von  4  ver- 
mehrt um  0,  1,  2,  3  ein,  so  ist: 

.4n+l  .In      . .       - .^ 

.  4  «  +  2 .  4  ti      .2 .      /•  «  \ . 

.4;i  +  :)  .  In      .'S  I       /  •-> 

l  ==  (        -i    =   \    ■  { /)  = i. 

Die  Potenzen  von  /  kann  man  hiernach  schnell  reducieren, 
indem  man  für  die  Exponenten  nur  die  Reste  setzt,  die  sich  bei 
der  Division  durch  4  ergeben. 

B.     1  .42  .2  .  .:.7  .1 

eispiele.     i    =i  = — 1;     i    =i  =i; 

.23 .3 .  ^  .(!8 .0 . 

V.  Das  Rechnen  mit  Ausdrücken,  Avelche  /  enthalten. 

(a  +  bi)  {c  +  di)  =  ac  +  hei  +  adi  +  bdl 

=  ac-\-  bei  -}-  adi -\-  bd{ —  1 ). 
Enthält  ein  Ausdruck  reelle  und  imaginäre  Glieder,  so 
setzt  man  jene  stets  voran ,  die  imaginären  aber  vereinigt 
man  durch  das  Ausheben  des  /'.     Daher: 
=  ac  —  bd  -\-  {bc  -\-  ad )  /. 
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(—11+4  /)  (5  —  20  =  —  55  +  20/  +  22i  —  Sf 

=  —  55  +  42i  —  8  (—  1)  =  —  47+  42i. 

(_  1 3  _  7  e)-  =  (_  1 3)-^  -I-  2  •  (—  1 3)  (—  7  0  +  (—  7  if 
=  169  +  182/  +49«'=  120  +  182«. 

{Aa-\-dbi)-=lQa  +  24aö/  +  9&'/'=  16a''  —  9b^-{-  2\ahL 

(a  +  bif  =  a  +  3  «"  &/  +  3  ab^  i  +  b  f 

=«'  +  3  «^  ft/  +  3  ab^  (—  1)  +  ö'  (—  0 

=  a^  —  3ab^±{dab  —  b^)  L 
(a  +  uf  =  «'  +  4 «'  &/  +  6 a  b'  f±A  ab"" f  +  b'  f 

=a—^ab^-\'b^+{\ab  —  ^ab^)i. 
(2  _30'  =2^  —  5  •  2*  •  3/  +  10  -2^  3%-'—  10  -2' .  ff 

+  5-2.3'/*-3^~' 

=  32  —  240/+  720  (—  1)  —  1080  (—  /)  +  810  •(+  1) 

—  243 • i 

=  32  — 240^—720 +  1080/ +  810  — 243i 

=  122  +  597«. 

26.     Die  Werte  der  3.  und  4.  Wurzel. 
1.     Die  3.  Wurzel  (Kubikwurzel). 

a.  Die  Kubikwurzel  aus  einer  positiven  Zahl  kann  nur  einen 
reellen  und  zwar  positiven  Wert  haben,  da  der  Wurzelwert,  auf 
die  3.  Potenz    erhoben,   die   positive  Wurzelbasis"  geben  soll.     So 

3  . 

kann  /+8    nur   =  +  2   sein,   weil  W^^''' =  (+ 2f  =  +  8  =  Wb. 

3  

Eben  so  ist  /  +  1  =  +  1 ,  weil  (+  1  )^  =  +  1  =  Wb.  Jede  an- 
dere  positive  Zahl   aufser   +  2  würde  in  der  3.  Potenz  mehr  oder 

3  

weniger  als  +  8  geben.  Y  8  kann  aber  auch  keine  negative  Zahl 
sein,  da  eine  solche  in  der  3.  Potenz  wieder  eine  negative  Zahl, 
nicht  aber  die  Wb,  nämlich  +8  giebt. 

b.  Die  Kubikwurzel  aus  einer  negativen  Zahl  kann  nur 
einen  reellen  und  zwar  neo;ativen  Wert  haben.     So  ist  z.  B. 


/^-8  =  —  2 ,   weil  (—  2) '  =  —  8  =  Wb; 


/— 1=— 1,  weil  (-1)'  =  — l=Wb. 
Jede  andere   negative   oder  positive  Zahl   aufser  —  2  kann  in  der 
3.  Potenz  die  Wurzelbasis  —  8  nicht  geben. 

Schurig,  Lehrbuch  der  Arithmetik.    II.  Teil.  16 
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c.     Um  zu  untersuchen,  ob  die  3.  Wurzel  aufser  diesem  einen 
reellen  Werte  noch  andere  Werte  hat,  die  dann  offenbar  imaginär  sein 

müfsten,  ist  zu  berücksichtigen,  dafs  aus  2  =  8  die  Wurzelgleichung 

3  

VS  =  2   entsteht,    mithin    aus    der   im    25.  Satze,  V   enthaltenen 
Gleichung: 

in  gleicher  Weise 

3 


Va{a—3b^)±b(:Sa^  —  b^) i  =  a± bi  folgen  mufs. 
is   i   in  der  Wurzelbasis   versch-w 
3a^  —  }/  =  {)^    folglich  *'  =  3ö^ 


Um   hier   das   i   in  der  Wurzelbasis   verschwinden  zu  lassen, 
setzen  wir 


oder  b  =  y  da^ 
und  es  entsteht: 


3 

V  a{a  — 3-3(2^)  +  i  -O-?  =  a+ K  Sa  -i,  oder 


V a{—8a)±()  =  a±V 'Sa  -i,  d. 


y  -Sa'=a±Vda'-i (Y) 


1 

Setzt  man  hier  a  =  — ,  so  ergiebt  sich 


^-8. 1  =  ^  +  1/3. i-.,-   oder 


Setzt  man  in  Y:    a  = ~,  so  entsteht: 


V-^-i-'.)—^±\/~ '  ' 


3-(-yj-/,  d.i. 


fr=-i-±l/i 


3     . 


s 

y  1  hat  also   aufser  dem  reellen  Werte  +1  noch  die  beiden 
AYerte  ,-  ,- 

-2  +K4  •'■  ""^^  "2  "Kl  •^■' 
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V  —  1  aufser  dem  reellen  Werte  —  1  noch  die  beiden  Werie 

Hier  mau;  noch  die  Probe  ihren  Platz  finden,   ob  auch  wirk- 

1       1  /~S~ 
lieh  der  AVurzelwert  -:r-hl     r'i  mit  demWx  3  potenziert  die  Wb 

—  1  giebt : 

-\-^\/~-i-i)  (s.  11.  Satz,  2, Zus.) 

d.     Offenbar  kann  a  in  der  Gleichung  Y  gröfser  oder  kleiner 

als  +"S"   genommen   werden,    so    dafs   — Sä    jede   positive   oder 

negative  Zahl  werden  kann.    Setzt  man  z.B.  «  =  —  1,"1,   so  erhält 
man  aus  Y: 

3 

K— 8 -(—1,71)'  =  -  1,7l4:"K3-(— 1,71)-'.?,  oder 


/-8.(— 5)  =  -  l,71+y3-2,92-?,  d.i. 


3 


/40  =-  1,714-/8,8-/. 


3 


Mithin  hat    /40     aufser     dem     reellen    Werte     3,42     (denn 

3,42=40)  noch  die  beiden  Werte 

—  1,71  +  VSfi-  i  und  —  1,7 1  —  /8;8'-  /. 

3 
e.     Da   für    /40   aufser   3,42    kein   anderer  reeller  Wert  vor- 
handen sein  kann  (s.  Abschn.  a),  so  müssen  offenbar  die  beiden  "Werte 

—  1,71  +  ^8,8-/   imaginär    sein,    wie    sich    schon    ans    dem    darin 
enthaltenen  i  vermuten  läfst. 

16* 
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Dies  mufs  aber  für  jede  3.  Wurzel  gelten  und  wir  wissen 
somit,  dafs 

1)  die  3.  Wurzel  stets  3  Werte  und  zwar  1  reellen  und 
2  imaginäre  hat; 

2)  dafs  die  imaginären  Werte  einer  Wurzel  nicht'blofs  in 
der  einfachen  Form  i  oder  «e,  sondern  auch  als  Summe 
von  reellen  Zahlen  ( — 1,71  im  letzten  Beisp.)  und  einem 
Vielfachen  von  i  ( 1^8,8  »i)  auftreten. 

f.  Die  imaginären  Werte,  welche  aus  einer  reellen  Zahl  und 
einem  Vielfachen  von  i  „zusammengesetzt"  sind,  nennt  man  daher 
auch  coraplexe  Zahlen. 

13  +  5^■,  — 7  —  2^■  sind  complexe  Zahlen.  Die  allgemeine 
Form  derselben  ist  demnach  a  -\-  bi,  wo  a  und  b  positive  oder 
negative  Zahlen  bedeuten. 

Anmerkung.  Vermehrt  man  die  reelle  Zahl  13  um  die  imagi- 
näre Zahl  5«,  so  ist  die  Summe  nicht  reell,  sondern  vollständig 
imaginär,  eben  so  wie  die  Summe  aus  einem  endlichen  und  einem 
unendlichen  Decimalbruche  kein  endlicher,  sondern  ein  unendlicher 
Decimalbruch  wird. 

II.     Die  4.  Wurzel  (Biquadratwurzel). 

a.  Die  4.  Wurzel  aus  einer  positiven  Zahl  hat  2  reelle,  ein- 
ander entgegenoresetzte  Werte  und  2   imao:inäre  Werte  (Vielfache 

4  

von  i).     So  hat  >^81  die  vier  Werte:  +3,  — 3,  3«,  — 3/,   denn 
jeder  dieser  Werte  giebt  in  der  4.  Potenz:  +81;  z.  B.: 

(_30*  =  +  (30*  =  81-«'  =  81.1  =  81=Wb. 

b.  Die  4.  Wurzel  aus  einer  negativen  Zahl  ist  nach  dem 
25.  Satze  imaginär,  jedoch  kann  dieselbe  weder  +  /,  noch  ein  Viel- 

4 

faches  von  i  sein,  denn    V  —  1   ist  nicht  ^  +  ö/,  weil 

{±ai)  =  +«  ^  =« 
eine  positive  Zahl,  die  Wb  aber  —  1  ist.     Da  nun  die  imaginären 
Werte   der  3.  AVurzel  die  complexe  Form   a-{-bi  hatten,    so  liegt 
der  Gedanke  nahe,   dafs  auch  die  Werte  der  4.  Wurzel  aus  einer 
negativen  Zahl  eine  solche  Form  haben  können. 

In  §.  24,  V  fanden  wir: 

(rt  +  bi)'  =a*  —  6  a' b'  +  b'±i  ab  {a  —  b^)  i. 
Wie  in  I, c  läfst  sich  daraus  ableiten: 

4 

Va'—^  ab'  +  b''+A  ab{a-  —  b")  i  =  a±bi. 
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Damit  das  i  in  der  Wurzelbasis  verschwinde,  setzen  wir 
a  — &"  =  0,    d.i.  h'=^a 
und  daher   h  =  a. 

Es  entsteht  damit: 

4 


V  a  —  ^a  ä^ -\-a  ^\ah-^  •i  =  a-\- ai,  d.  i. 


Y—^a=a  +  ai (S) 

Setzt  man  hier  a=y  -^ ,  so  erhäh  man : 
4 

Setzt  man  in  W:    a= —  1/ ir  ?  so  ergiebt  sich 

l/_4.[+(iy]=-|/|T)/|:..a.i. 

i 

V — 1   hat  also  (siehe  Y  und  Z)  die  4  Werte: 
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Anmerkung.      Mittelst    des    Ausdrucks    S    kann    man    die 

4 

V^  aus  jeder  beliebigen  negativen  Zahl  bestimmen,  da  a  offenbar 
so  genommen  werden  kann,  dafs  sich  Aa  in  jene  Zahl  ver- 
wandelt. 

c.  Aus  Vorstehendem  erhellt,  dafs  die  4.  Wurzel  stets  4  Werte 
hat  und  zwar  die  4.  Wurzel  aus  einer  positiven  Zahl :  2  reelle  und 
2  imaginäre  (Vielfache  von  i),  die  4.  Wurzel  aus  einer  negativen 
Zahl  nur  imaginäre  Werte  der  complexen  Form. 

d.  Da  die  imaginären  Werte  der  3.  u.  4.  Wurzel  entweder  als 
Vielfache  von  /  oder  in  der  complexen  Form  a  -\-  bi  vorhanden 
sind,  so  läfst  sich  vermuten,  dafs  auch  die  imaginären  Werte  der 
höheren  Wurzeln  durch  diese  Formen  sich  ausdrücken  lassen. 

27,       Einige     Eigenschaften     der     complexen     Form 

a  + 14. 

I.     Nach  §.  G2,  7  ist: 

/„     I     7.\n  n     I  n  — 1  ,  .     ,    fn\^,n—2r2.I     <     f  n\      n  -  3  , 3  .3 

[a^bt)   ^=a  +na        l'i-^-i^j  '^'        *  ^  IE  ( '-i )  ^        ^  ' 

+    .  U        b  i  -\-(.)a        b  i  -{-...,  d.i. 


4/"        "^-^V5. 

3 


ia±bi)''  =a''  ±na"~'  bi  -(".^  a"-'  b'^^ifj  a^-'b 

I     fll\      n-4,4     I     //A       n— 5,5. 
n         fn\      n-2,2     ,     f  ?l\      n— 4,4 

==  ö  —  L-,    a        b  -\-[  ,)  a       b   .  . .  . 


t 


±»"-*H3)©^-(5)(l)--]'-- 
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IV.  Das  Produkt  der  conjugierten  Zahlen  =  (a  +  bi)  (a  —  hi) 
=  a^  —  {hif  =a^—h\—\)  =  a+  b^  ist  reell. 

Diese  Summe  {a  -{- b")  aus  dem  Quadrate  des  reellen  Teils 
der  complexen  Zahl  und  dem  Quadrate  des  Faktor  von  i  nennt 
man  die  Norm  der  complexen  Zahl.  Die  Norm  der  imaginären 
Zahl  4  —  li  ist  4  ~\-  1"  =  Q5,  die  Norm  der  imaginären  Zahl 
(2a  +  3*)4-(4ö  — 5&)eist 

(2ö+3&f +  (4a  — 5^/f  =  20a'  — 28a&  +  34ftl 

Zusatz.  Da  (a  +  &0  (« —  bi)=a  -\-b,  so  ist  die  Norm 
a^  -{-  b^  sowohl  durch  a  -\-  bi  als  auch  durch  a  —  bi  teilbar. 

Beispiel.     ,   , .   =a  —  bi. 

^  a-\-bi 

V.  Da  («  4-  bi)  {c  -f-  di)  =  ac  —  bd-\-  {bc  +  ad)  i,  so  ist  die 
Norm   des  Produkts   {a  -\-  bi)  (c  +  di)  =  {ac  —  bd)  +  {bc  -\-  ad) 

=  a\^  —  2ac'bd-\-b^d^  +  b\^  -{-  1bc-ad-\-ai 

=  («2  _|_   j2^    ^2  ^  (^2  _^   ^2)  ^2  _  (^2  _^  ^2>)  (  ^2  ^  ^^^ 

Diese  Faktoren  a  +  ft  und  c  -\-  d  aber  sind  die  Normen 
der  gegebenen  Faktoren  a  -\-  bi  und  c  +  di.     Folglich : 

Die   Norm   des   Produkts   complexer  Zahlen  ist  stets   das 
Produkt  ihrer  Normen. 

2         2  L  ^  —  *^ 

VI.  Aus  («  +  bi)  {a  —  bi)  =  a  -{-  b    folgt "^^7^  =  ^2,    ^s 

Oder:    Die  reciproke   complexe  Zahl  ist  =  der  conjugierten 
Zahl,  dividiert  durch  ihre  Norm. 

28,  Einige  Eigenschaften  der  Werte  verschiedener 
Wurzeln. 

2n n 

I.    Ist  die  Zahl  a  =  b  ,  so  hatV^a  sowohl  die  in  Vb,  als  auch 


die  in  >^ — b   enthaltenen  Werte. 
Beweis. 

^)  /ä  =  (yy),  denn  W^'^  =  (/&"r=((/7)  j 

:=b^===a==Wh; 

-)  \h=iV^=^\  denn  W^'=(/=j)     =((/^ö) 

=  {^bf  =  -^b^=a  =  ^Yh. 


sl 
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II 


Beispiele.     Es  ist  64  =  S^  folglich  hat /64  die  3  Werte  von 

3 3  

y  8  und  zugleich  die  3  Werte  von  V —  8- 

e 

Es  ist  1  =  1^  folglich  hat  "Kl   die  3  Werte  von 

und  zugleich  die  3  Werte  von 

8  4  

y  1  hat  die  4  Werte  von  Vi  (=+!,  +  0  und  die  4  Werte  von 

v^{-VhVh-VU\^A 

2n 2n 

IL     IstVa=^ß^rh  so  sind  auch  — i?+ri  Werte  vonVa.    ■ 

2h 

Beweis.   SollT^«  =  —  i?+r/  sein,  so  müfste  ( — l^  +  ^O  "=a 
sein.    Nun  aber  ist  wirklich 

(s.  die  gegebene  Gleichung). 

Beispiele.     Es  ist /T=l  (weil  w'^"=  l'"=l  =Wb),  d.i. 

2n 

=  1  +  0  • «,  folglich  mufs  auch  /T  =  —  1  +  0  •  j  =  —  1  sein. 

VT  =  y^±yi-i,  folglich  auch/T  =  — l/.^  +  l/v^■• 


>/T  =  -f  1  (d.  i.  +  1  4:  0  -0  und 
folglich  auch: 


-1±J4-'- 


/T  =  — 1  und  + 


i  (siehe  1). 


III.    Ist  Va  =ß±ri  (und  folglich  auch  =  —  ß -\2  rh  s.  II), 

in 

SO  hat  >  a   auch  die  AVerte  y  ib  (^^  (""^  folglich  auch   die  Werte 

~r±ßi,  s.  II). 

•In 

Beweis.     Soll Y a  =  ri ^'  ^^^^ >  so  müfste  [y  +  ßi)  "  =  a  sein. 
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Nun   aber  ist  wirklich 

(s.  die  gegebene  Gleichung). 

Beispiel.     Es  isty^l  =l  =  l  +  0-i,  folglich  ist  auch 

4  _ 

/l  =0+1.^  =  4:/  (s.  26,  II). 

4re+_2_ 

IV.     Ist   Va  =^4:?'^  (a^so  auch  =  —  l^+T'^  s.  II),  so  ist 

4w  +  2 

V —  a  =  Y^ßi  (und  folglich  auch  =  —  ^4-  j9?',  s.  II). 

4ra4-2 

Beweis.  Soll  1^ — «=^+(9?  sein,  so  müfste  (y-f-  ßi)^"  "^  ^ 
=  — «sein,  dieses — a  aber  müfste  der  gegebenen  Gleichung  ent- 
sprechen.     Nun  ist  wirklich 

—  [ri±ßiT'''  —  [±i-ß)  +  rir^' 

denn  der  gegebenen  Gleichung  zufolge  ist(4-i^  +  yO  "^    ^  a. 

G  

Beispiel.     Die  6  Werte  von  V  1   fanden  wir  in  II  ==  1  4-  0  •  ?', 

-1  +  0./,  — A4-|/|.^,+l4-|/|.«,  folglich  mufs/^^  die 


2—'    4  ''    '    2  —  ^    4 


nachstehenden  Werte  haben :  0  +  1  •  /  (=  +  0»  V  7  i  9  " '  ^^^^  ™^^' 


.,V^:    ' 


p.  1 


hin  auch  (s.  II)  — J/  Tlt«** 

4  h 

V.     Ist 

4n 


V.     \&iV a  =  ß  -\^')'i^    a    irgend    eine   positive    Zahl,    so   ist 


V — a  weder  —ß-^ri,  noch  y^ßi  oder  — rd^^i. 

Beweis.     Es  ist  ((34:?^")*"  =  «,  folglich  ist  auch  (s.  II  u.  III) 
{-ß±ri)"'  =  a,  {r±ßir  =  a,  {-r±ßif"  =  a. 
Keiner  jener  complexen  Werte  giebt  also  —  a. 

4n 

Hieraus  folgt,  dafs  sich  Y — a  nicht  direkt  (durch  die  bisheri- 

4n     _ 

gen  Sätze)  aus  den  Werten  von>^+a  ableiten  läfst.    In  der  That 
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4 4 

sind    die   4  "Werte   vonV^ — 1    von    den   4   Werten!'^  (s.  26,  II) 
vollkommen  verschieden. 

n  

VI.     Die  Werte  von   Y-\-  a  sind   bmsd   so  grofs  als  die  von 

n 

y  +  ^ '    wenn  b"  =  a  ist. 

Beweis.     Soll  V-\-  a  =  v &  V-\-  1  ^  sein,  so  mufs 

sein.     Nun  aber  ist  wirklich 

6 

Beispiele.     Die  6  Werte  von  V  1    sind  uns   bekannt  (s.  II). 
Da  nun  2'  =  64,   so  sind  die  Werte  von  V  64 :    2mal   so  grofs  als 

jene.     Folglich/6l  =  + 2,  —  1  4:2K-^-/,  -  2,  +  1  +  2l/4-/. 

4  4 


yi±yii 


Die  4  Werte  von  V  —  1  sind  +1  ~^^V  li-^  («  26,  II).     Da 


nun 3  =  81 ,  so  sind  die  Werte  von  V  —  Sl  :    3 mal  so  grofs  als  jene. 
Folglich  /^^^ST  =  3  1/-J  +  3  ]    \  •  /  und  —  3  ]/^  +  3  )/  \  •  i. 

n 

Hieraus  folgt,   dafs  man  die  Werte  vonF^  stets  aus  den 

n  n 

Werten  von  1^1 ,  die  Werte  von  V  —  a  stets  aus  den  Wer- 

n  n  n 

ten  von  V  —  1  ableiten  kann  und  dafs  V  a  oder  V —  «   eben 

n  n 

so  viele  AVerte  haben  müssen  als  \  1   oder  V —  1 . 

6 

Um  z.B.  die  6  Werte  von  V  —  100    aus   den   6  Werten    von 

G  

V — 1  (s  IV)  abzuleiten,  braucht  man  nur  zu  wissen,  dafs  2,15  =100 

6  

ist     Die  Werte  von  V^ — 1    mit  2,15   multipliciert   müssen   alsdann 


die  Werte  von  V —  1 00  geben. 

VII.     Wir  fanden,   dafs   die  2.  AVurzel  2  verschiedene  Werte 
(s.    24.  Satz),    die   3.  Wurzel    3   verschiedene   Werte  (26,   I),    die 
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4.  Wurzel  4  Werte  (26,  II),  die  6.  Wurzel  6  Werte  (28,  II  u.  IV), 
die  8.  Wurzel  8  Werte  (28,  I)  hat. 

n 

Allgemein:    Die  Y  aus  einer  einfachen  Zahl   hat   stets 
71  verschiedene  Werte. 

Anmerkung.  Der  strenge  Beweis  für  diesen  wichtigen  Satz 
kann  erst  später  gegeben  werden.  Der  Satz  gilt  nur  für  eine  ein- 
fache Zahl  als  Wurzelbasis,  nicht  aber  für  eine  Potenz,  deren 
Exponent  mit  dem  Wx  ein  gemeinsames  Mafs  hat  (s.  u.  den  30.  Satz). 

VIII.  Die  Anzahl  der  reellen  und  imaginären  Werte 
der  verschiedenen  Wurzeln. 

Aus  den  bisherigen  Sätzen  ergiebt  sich: 

n 

a.  Ist  n  eine  gerade  Zahl,  so  hat  die  y^  aus  einer  positiven 
Zahl  stets  2  reelle,  einander  entgegengesetzte  Werte.    Die  übrigen 

10  

n  —  2  Werte  sind  imaginär.   Z.  B.  V^  1024  =  +  2,  aufserdem  8  ima- 
ginäre Werte. 

n 

b.  Ist  n  eine   gerade  Zahl,    so  hat  die  Y  aus  einer  nega- 

14 

tiven  Zahl  nur  imaginäre  Werte.      Y — 1   z.B.  hat  14  imaginäre 
Werte. 

n 

c.  Ist  n  eine  ungerade  Zahl,  so  hat  die  >^  aus  einer  posi- 
tiven Zahl  nur  einen  reellen  und  zwar  positiven  Wert.    Die  übri- 

7    

gen  n — 1  Werte  sind  imaginär.     Z.B.  1^2187  =+3,  aufserdem 
6  imaginäre  Werte. 

n 

d.  Ist  n  eine  ungerade  Zahl,  so  hat  die  >^  aus  einer  nega- 
tiven Zahl  nur  einen  reellen  und  zwar  negativen  Wert.    Die  übri- 


gen   yi—\   Werte    sind    imaginär.      Z.B.    Z— 10000  =  — 2,783, 
aufserdem  8  imaginäre  Werte. 

Anmerkung.    Da 

2n  +  l 2n  +  l  2n  +  l 

Y—a=—    /«  (8.23. Satz)  =—1-    Y  a, 
so  kann   man   die  Werte  der  ungeradzahligen  Wurzel  aus  einer 
negativen  Zahl  stets  dadurch   erhalten,    dafs  man   die  Werte  der- 
selben Wurzel    aus    der    positiven  Zahl    (von    gleichem    absoluten 

9  

Werte)  mit  —1  multipliciert.     Die  9  Werte  von  /— 10000    sind 


=  den  9  Werten  von  1^10000  multipliciert  mit  — 1. 
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2n  +  l  2n+l 

IX.  Vi  und  y  — 1  haben  die  Werte  +/  (oder  ^ai) 
nicht. 

2n  -j-l 

Beweis.       V^  l=i  setzt  voraus,  dafs  T"      ==1    ist.     Es   ist 

jedoch  i^"    ^  =  i'"  •  i^  =  {i')  •i  =  i — l)"*«,  also  entweder -f- ?  oder 
—  /,  nicht  aber  die  Wb,  nämlich  1. 

2n  +  l 

Dasselbe  mufs  aber  auch  von  V  —  1  gelten,  da  dies 

2n  +  l 

=  -  Vi.     ■ 

Hieraus  folg-t,  dafs  die  imao;inären  Werte  der  ungeradzahligen 
Wurzel  aus  einer  reellen  Zahl  nur  complex  sein  können. 

An 4  8  12 

X.  y  1  (also  y  1 ,  y  1 ,  Vi...)  besitzt  die  beiden  ein- 
fachen imaginären  Werte  +/;  denn  W  "^  =  (-(-  i)  "  =  -{-  l  ^Wb. 
Die  übrigen  imaginären  Werte  müssen  daher  complex  sein. 

12 

Beispiel.  V  1=+^  ^^^^  "il^j  ^^^  übrigen  8  imaginären 
Werte  sind  complex. 

4n 4  8  12  

XI.  /—  1  (also  /— 1,  /—  1,  /—  1  .  .  .  j  hat  nur  com- 
plexe  Werte,  die  Werte  +/  also  nicht. 

4n 

Beweis.  Wäre  V — l=h  so  müfste  i  "  =  der  Wb.  — 1 
sein.     Es  ist  jedoch  i  "  =  -\-  l  {s.  2b,  IV). 


Man  kann  also  nicht   V —  1  =  + e,    V  —  1  =  + iJ  setzen  (wie 
es  Heis  in  seiner  Aufgabensammlung  §.  70,  Nr.  127  gethan  hat). 


^n j ^^^^^^         in 

Anmerkung.  Vi  hat  man  sich  als  V  V — 1  =  y  —  1  zu 
denken. 

in  +  2_  c  10  14 

XII.  Vi  (also  yr,  VT,  Vi...)  hat  die  beiden  ein- 
fachen imaginären  Werte  +*  nicht;  denn  es  ist  i^"  ^  =  i^  =  —  1, 
also  nicht  die  Wb  1. 

4»  +  2 

Folglich    sind    die    sämtlichen    imaginären   Werte    von      V  1 
complex. 

4n+2 


XIII.     y  —  1   besitzt  die  beiden  imaginären  Werte  +  h  denn 
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i  "      =i' ^ — l=Wb.     Die   übrigen  imaginären   Werte  müssen 
daher  complex  sein. 

2n  +  1 
2  n  +  1  ^  4  n  +2 

Anmerkung.       V  i   hat  man  sich  als     V  V — 1  =    V — 1 
zu  denken. 

XIV.  V±i  =  ±U    denn  W'^"  =  (+0'"  +  '  =  (4:0'"-  +  i 

4/!  +3 

XV.  V±J=^i,    denn  W'^"  =  (+/)'"+'  =  (+ O'"-(=f0' 
=  1  •  +  «•'  =  +  (— 0  =  +  «'=Wb. 

29.     Von  den  primitiven  Wurzeln. 

n  

I.     Einen  Wert  von  Vi    nennt   man   eine  primitive  Wurzel 

n  

von   V\,   wenn  derselbe  kein  Wert  einer  Wurzel  aus   1  mit  klei- 
nerem  Wurzelexponent  als  «  ist.     So  ist  z.  B.  ein  Wert  von   V  1 

6 

eine   primitive  Wurzel  von    V  1 ,    Avenn    derselbe    kein    Wert   von 

3  4  5  4  

V\,    Vi,     V^l,    Vi  ist.      i  ist  eine   primitive  Wurzel  von    V  1, 

weil   i   kein   Wert   von    V  1   oder  V 1  ist.      1/  -:-  +  -r- «    ist    eine 

r     4         2 


primitive  Wurzel  von  V  —  U  weil  diese  complexe  Zahl  kein  Wert 

3 4  5  

von    V  — 1,     y  — 1,    /— 1,    V— 1  ist. 

n 

Zusatz.     isttn<in,  so  ist  1  keine  primitive  Wurzel  von  Vi, 

m 

weil  1  schon  ein  Wert  von  V  1  ist.    So  ist  z.  B.  1  keine  primitive 

•2  1  

Wurzel  von  V  1 ,   weil  1  schon  ein  Wert  von   V  1 . 

n  nk 

II.     Jeder  der  n  Werte  von  V  1  ist  auch  ein  Wert  von  V  1; 

nk  n 

denn  es  i^t   V  l  =(V  i),  weil 

W'''='=(]/'l)   =U/i)   j=l*=l=Wb. 

5  __  15  

Die  Werte  von   y  1    sind   also   zugleich  Werte  von  V 1   und 

15  _ 
darum  sind  jene  5  Werte  keine  jjriinitiven  Wurzeln  von   V  1. 
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III.  Jeder  der  n  AVerte  von  / —  1    ist   auch   ein  Wert  von 

(2t  +  l)n  {ik  +  iyn n  

/  —  1 ;  denn  es  ist       /  —  1  =  (  V  —  1  3 ,  weil 

=  _l=Wb. 

n  n 

IV.  Ist  «  irgend  ein  Wert  von    Vi,   so  ist  auch   V  l  =  » 
wenn  A'  irgend  eine  ganze  Zahl  ist,  und  es  ist  alsdann  stets 

7?  +  i  n 

a  =  u  . 

10 

1.  Beispiel.      /T= — 1,  folglich  ist  auch 

10  

und  es  ist  (— !)'''+*  =  (- 1)*. 

4 

2.  Beispiel.      Vl=  —  i,  folglich  ist  auch 

4 

yT=  (—  if  =  -  f=  -  (—  0  =  i 

und  es   ist   (— i)        =( — 0- 

Beweis.     Es  ist  >^l  =  a  ,  denn  («  )  =(a")  =1 

n 

[weil  "Kl=a,  also  «"  =  lj  =  l. 

F.    ,        n  -f-Ä:  n        i  .        k  k 

erner  ist«        =a.a=i.a=a. 

n  

V.  Ist  1^  1  =  a  und  dieser  Wert  «  nicht  =  1 ,    so  ist  «  kein 

m 

Wert  von   V  1 ,  sobald  m  prim  zu  71. 

10  7 

Beispiel.  VT^= — 1,  folglich  ist  V  1  nicht  =  —  1,  weil 
10  prim  zu  7  ist. 

Beweis.  Man  dividiere  m:7i  (oder  n:?n,  wenn  n^?n)  mit- 
telst der  Kettendivision,  wobei  der  l.Rest  =  rp  der  2.  Rest  =r^ 
u.  s.  w.  sein  mag.  Der  letzte  Rest  r^  ist  =  1 ,  weil  m  und  7i  rela- 
tive Primzahlen  sind  (s.  §.  23,  14).  Diese  Kettendivision  hätte  also 
folgende  Gestalt: 

m:n  =  q^  "j 

'''h  (Y) 

n :  Tj  (wo  r^  =  m  —  7i(/^\  j 
u.  s.  w. 
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m  n 

Wäre  nun   V  1=«  und  V]=a,  d.i.  «"*=!  und  «"=1,  so 

wäre  auch  oe"^i  ==(«")  '  ==  1  ^i  =1  und  folglich 

a       "1=«    :« ''1  =  1 :  1^1,  d.  1.  (s.  Y)  a '=  1. 

In  gleicher  Weise  würde  aus   «"  =  1  und  a*^' =  1  folgen:  «'-  =  1, 

dann  würde  weiter  aus  a"^  =  1  und  a'  =  1   folgen :  «''^  ^  1  u.  s.  w. 

Mit  dem  letzten  Reste  würde  man  daher  «'"  =  1,  d.  i.  (s.  ob.)  «^  =  1 
erhalten.     Da  aber  nach  der  Voraussetzung  «  nicht  =  1  sein  soll, 

n 

so  ist  die  Annahme  V  l  =  (*  eine  falsche. 

n 

VI.  Ist  «  eine  primitive  Wurzel  von  >^1,  so  sind  «,«",«, 

....  «',  ....  a  ,  ....  a"  (wo  e  und  k  beliebige  Zahlen  der  Reihe 
1,  2,  3, .  .".  .  w  vorstellen)  alle  von  einander  verschieden  und  es  ist 
daher  auch,    wenn  h<in  ist,   «    nicht  ==«",  d.i.  «'  nicht  =1. 

4  

Beispiel.     Es  ist  — i  eine  primitive  Wurzel  von    V  \,    folg- 
lich sind 

i-if  =  -i,  (-0'  =  +  «'  =  -l,  (-^)'  =  -^•'==-(-^)  =  +  ^•, 

alle  von  einander  verschieden  und  keine  der  3  ersten  Potenzen 
ist  =1. 

Beweis.     Wären   zwei  jener  Potenzen  einander  gleich,    z.  B. 

a  ^«  ,  so  wäre  a:  «  =a^      =a  ^1.    Aus  a*~  =1  aber  würde 

e  — ifc e  — * 

sich  K  1  =  o(  ergeben.  Da  nun  schon  «  ein  Wert  von  V  1,  also 
ein  Wert  einer  Wurzel  mit   kleinerem  Exponent  als  n,   so  wäre  « 

n 

keine  primitive  Wurzel  von  V  1 .  Folglich  ist  die  Annahme,  dafs 
2  jener  Potenzen  gleich  sein  könnten,  eine  falsche. 

n 

VII.  Ist  a  eine  primitive  Wurzel  von    V  1  und  k  prim  zu  n, 

n 

SO  ist  auch  «    eine  primitive  Wurzel  von  V  1. 

4  

Beispiel.     Es  ist  — i  eine  primitive  Wurzel  von   Vi   und  3 
prim  zu  4,   folglich   ist   auch  {— if  =  —  /"'  =  —  (— /)  =  -f  /  eine 

4  

primitive  Wurzel  von    V  1. 

n  

Beweis.      Nach  I   ist   «     keine   primitive    Wurzel    von    V  1, 
sobald  für, eine  beliebige  Zahl  7;,  die  <n  ist, 
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Itann  man  daher  nachweisen,  dafs  («  )    nicht  =  1  ist,  so  ist  auch 

71 

cc  *  eine  primitive  Wurzel  von  V  1 . 

Da  nun  k  prim  zu  n  und  ;;  <  n  ist,  so  ist  kp  durcli  n  nicht 
teilbar  (s.  §.  68,  25),  vielmehr  würde  kp  durch  w  dividiert  einen 
Rest  lassen,  der  =r  gesetzt  werden  mag,  so  dafs  also 

kp  ,    r 

^=Q-\ ,  wo  r  <  n. 

n  n 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  kp  =  nq  -f-  r.     Nun  ist 

f     )c\P  kp  nq -k- r  /     n\'J         r  ,7     r 

\a  J     =  tt      =  «  ^=  (  «    )     •  ß    =  1     « 

n 

[denn  «"=1,  weil   V  1=«J 
=  a  . 

Nach  YI    aber   ist   u    von    1    verschieden,    weil  «    eine   primitive 

n   

Wurzel  von  y  1  und  r  <  ?i  ist. 

m 

VIII.  Ist  «  eine  primitive  Wurzel  von  y  1  (also  auch  «"'=  1) 

k  

und  0=1   (d.  i.  y  1  =  a ) ,  so  ist  k  durch  m  teilbar. 

Beispiel.     Für  V\   ist  — — -j- L^  —  •  ?  (s.  26, 1,  c)  eine  prImi- 

tive  Wurzel.     Ist  nun   (  —  ^^ h  [/     ^   •  M  =^  1  >  so  ist  auch 

und  6  ist  durch  u  teilbar.     (Vergl.  auch  II.) 

Beweis.  Wäre  k  nicht  durch /// teilbar,  sondern  k  =  fnq-\-r, 
80  wäre  «'"'' '^  ==(«'")  .«''=1.,/.  Dann  aber  wäre  gegen  die 
Voraussetzung    cT  nicht  =  1    (s.  VI). 

IX.  Ist  «  eine  primitive  Wurzel  von   y  1,    ß   eine    primitive 

n 

Wurzel  von  V  1  und  m  prim  zu  7i,  so  ist  «^  eine  primitive  Wurzel 

mn 

von   VY. 

mn    _ 

Beweis.     Soll  uß  eine   primitive   Wurzel  von    V   1   sein,  so  ist 

Schnrig,  Lehrbuch  der  .\rithnietik.     II.  Teil.  17 
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r 

nachzuweisen,  dafs  aß  kein  Wert  von  }^1,  also  {nßY  nicht  ==*^1 
ist,  wenn  r<Cmn  (s.  I).  Ist  aber  r<Cmn,  so  kann  r  nicht  durch 
mn  teilbar  sein  und  es  sind  nur  2  Fälle  möglich:  entweder  r  ist 
nur  durch  die  eine  Zahl,  z.  B.  n,  teilbar,  oder  r  ist  durch  keine 
der  beiden  Zahlen  m  und  n  teilbar. 

1.  Fall,  r  sei  nur  durch  7i  teilbar.  Dann  ist  r  durch  m  nicht 
teilbar,  denn  wäre  r  durch  n  und  ?n  teilbar,  so  müfste  nach 
§.  68,  34:   r  durch   mn  teilbar  sein,    weil  ?n  prim  zu  n.     Ist  daher 

—  =  r-j wo  p<i?n,  so  ist  r==rm-\-p. 

tn  m  I         jr 

n 

Da  V  1=  ß,  so  ist  iS"==  1 ,  und  weil  r  durch  n  teilbar,  d.  h.  r  ein 
Vielfaches  von  w  ist,  so  kann  r  =  r.v  gesetzt  werden.    Es  wird  nun 

(S'-=^""  =  (^")"  =  l'  =  l   und  «'=«^"+^'  =  («'")'.«^  =  l>'.«^ 

m 

[  denn   l/^  l  =  « J    =  a^ 

ist  von  1  verschieden,    weil   «  eine    primitive  Wurzel  von   V  1 
und  p  <Cm  (s.  VI). 

Folglich  ist  {aßf  =  H''ß''  =  J.\=J  für  diesen  I.Fall  nicht 
=  1. 

2.  Fall,  r  sei  durch  keine  der  beiden  Zahlen  m  und  w  teil- 
bar. Im  I.Falle  fanden  wir,  dafs  a=tt^,  wenn  r  durch  »»  nicht 
teilbar  ist.     Da  nun  auch  r  durch  n  nicht  teilbar  sein  soll,   so  ist 

V  (I 

=  ^  -1 ,  wo  q  <.n,   also  r  =  ön  4-  q,  daher 

n  n 

^'=/"+'?  =  (^«/.^*=l^^^  l.veil  VT=ß]=^. 
Da  nun  sowohl  «'=«'',    als  auch  ^  =  ß'^,  so  wird 

n  

[denn  es  ist  (^==1,  weil  /l  =f'?] 


Im    1.  Falle    wurde    gezeigt,    dafs    «''    von    1   verschieden, 
jedoch   ein  AVert  von    V  1  ist,  weil  «  ein  Wert  von  V   1  MXi^p<.m 

n 

ist  (s.  VI).     Aber    es   ist  auch  (?""''    ein  Wert    von    yT,  da  i?  eine 
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n 

primitive  TVurzel  von  V  1  und  n  —  ^<w   ist  (s.  VI).     Da  ferner 

m  n 

nach  V  eine  von   1   verschiedene  Wurzel  von  V  1  einer  V  1  nicht 
gleich    sein   kann,    weil   m  prim   zu   w  ist,    so   ist  auch  in   diesem 

2.  Falle  ,  d.  i.  («5)'  von  1  verschieden  und  mithin  «jS  eine 

mn 

primitive  Wurzel  von  Y  1 . 

2  

I.Beispiel.     Es  ist  — 1  eine  primitive  Wurzel  von    Kl.    Ist 

nun  «  eine  primitive  Wurzel  von    Y  1    (der   Exponent    ungerade), 
so   sind   die   Exponenten  2  und   '2n-\-\    prim   zu   einander,    daher 

L'(2«  +  l) 

mufd  «( — 1)  =  —  «   eine  primitive  Wurzel  von     Y  1  sein. 

4  

2.  Beispiel.      P2s   ist  i  eine   primitive  Wurzel   von    Vi.     Ist 

2n+  1 

nun  «  eine  primitive  Wurzel  von    V  l,  so  sind  die  Exponenten  4 
und  2  w  +  1   prim  zu  einander  und  es  mufs  «/  eine  primitive  Wur- 

4  (2  n  -r2)_ 

zel  von      Y  1    sein. 

3.  Beispiel.     Es  ist  V  1  ==  —  ^ibl'    T"^-     ^^^  ^^"^  "  ^^^^ 

primitive  Wurzel  von   Y~V  und  ;w  durch  3  nicht   teilbar,    so    sind 
beide  Exponenten  prim  zu  einander  und  es  ist 


t  la 


'6m 

eine  primitive  Wurzel  von  V  1 . 

m 

X.     Ist  «  eine  primitive  Wurzel  von  V  1  und  m  ungerade,  so 
sind  auch  folgende  Wurzeln  primitive: 

m 

a)  /iir=_„. 

"* .  I 

r  i  —  —  iu         I 

b)  ^  }  wenn  tn  -{-  1  durch  4  teilbar. 

y  —  i  =  ia         j 

V  ?  —  i'w  I 

c)  _.  wenn  m  —  1   durch  4  teilbar. 


y — i= — /« 

17* 
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SO 


Beweis,      a.      Ist   «    eine   primitive   Wurzel   von    Vi    (al 

m 

y^l==«),  r  (<  m)  durch  m  nicht  teilbar,  so  ist  «'"  =  1  und  nach 
VII:  n^  von  1  verschieden.     Ist  ?n  ungerade,  so  ist 

(-«f  =-«'"=(— 1. «)'"=— 1.«"*    [und  weil  «/"  =  l] 

Wäre  schon  eine  kleinere  Wurzel  aus  — 1= — «,  oder 

l/'^T=-«(r<w), 
so  wäre  ( — o()^= — 1  und  folglich 

(-«)^'=((-«r)'=(-if=i. 

Es  wäre  daher  2r  durch  ;;^ ^teilbar  (s.  VII),  also  auch  r  durch  m 
teilbar  [weil  2  nicht  durch  das  ungerade  m  teilbar  sein  kanuj 
gegen  die  Voraussetzung. 

b.  Ist  m  4-  1  durch  4  teilbar,  also  m  von  der  Form  4ä-|-3, 
so  ist 

Wäre  schon  für  r<Cm:  (+mr  =  H-«,  so  wäre 

{±iay'  =  {±i)\  d.i.  {i±ity-a"-=\ 

oder  T-  «^'^=  1  oder«  '  =  1.  Mithin  wäre  dann  (s. VII)  4;-  durch 
m  und  folglich  r  durch  ?n  teilbar  [da  4  nicht  durch  m  teilbar] 
gegen  die  Voraussetzung. 

c.  Ist  m — l  durch  4  teilbar,  also  w  von  der  Form  Ak-\-\, 
so  ist 

(+  iaf  =  (dz  iT  «"'  =  (+/)'*•*■ '  •  1  =  ((+  0')'  •  (+  0' 

Wäre  schon  für  r<»t:  (+*")'^^^dl^  ^^  wäre  (+/"«)  '^  =  (+0' 
d  i.  ((4:0')' •«*'■=  1    oder   f. «■*'■=!    oder  «"■  =  !. 

Mithin  wäre  dann  (s.  VII)  4;-  durch  m  und  folglich  r  durch  m 
teilbar  gegen  die  Voraussetzung. 

2» 

XI.     Jede  primitive  Wurzel  «  von   1^  1  ist  auch  eine  primitive 

n 

Wurzel  von   V  —  t. 

Beweis.      /  1  =  K  /  i  =  «,  folglich    V  1  =  «"•    Also  ist  «" 
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eine  primitive  Wurzel   von   1^^  1 ,    die  nur  — 1  sein  kann,    weil   1 
keine  primitive  Wurzel  von  V  1  ist  (s.  I,  Zus.). 

4» 

XII.     Jede  primitive  Wurzel  «  von   V  1  ist  auch  eine  primi- 


tive Wurzel  von    V  i  oder  V  —  i. 

n 
in  I  /  4  4  

Beweis.      >   1  =  J^  V  1  =«,  folglich   V  1  =«".     Ist  aber  «" 

4  

eine   primitive  Wurzel  von    V  \,    so   ist   sie   entweder   i  oder   —  /, 

da  +  1  und  —  1    schon  Wurzeln  von  V  1  sind. 

n 

30.     V  a"  hat  nur  den  einen  Wert«,  also  nicht  n  Werte. 

Beispiel.     K  a"  hat  nur  den  einen  Wert  a,  Vi — bf  nur  den 
einen  AVert  —  5  und  es  ist  also  nicht 

V~^  =  +  a  oder  V{—bf  =  ±  5. 

1.  Beweis.     V  a  ={/Vf  [s.  13.  Satz]  =  (4:  af  =  +  fl^,  also 

nicht  =  —  a.     Eben  so:  K(— if  =(/^^)'  =  — 1,    also    nicht 
=  +1. 


2.  Beweis  (indhekt).     — 7  =  /"(— 7f  = /+ 49  =  +  7    ist 
offenbar  unrichtig,  weil  nicht  — 7  =  -|-7  sein  kann. 


Es  ist  also  — 7=  K  ( — if  noch  richtig,  weil  eben 

■^(^^=-7, 
jedoch  nicht  mehr  die  aus  jener  Gleichung  abgeleitete: 

_7=/49: 


ß 


6 


Eben  so  ist    Vb^Vb^    richtig,  nicht  aber   V  b  =  V  I2b. 

1.  Zusatz.      Das     oreerenseitige    Kürzen    der    Potenz-    und 


12 


Wurzelexponenten    ist    unbedingt   notwendig.      Denn    V  a     kann 


n,  weil  Va'=^yV{a')\      Di 


nicht  12  Werte  haben,  weil   V  a  ='     V  [a  )  .      Da  nun  (s.  den 


4 


Hauptsatz)  V  {a^j   nur  den  einen  Wert  o'  hat,  so  ist 
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V 


3 

a 


12 3  

und   mithin  hat   y  a     nur  die  3  in  K  a^    enthaltenen  Werte. 

n 

Allgemein:     V  d   hat    nur   dann    n  Werte,    wenn   n   prim 
zu  r  ist. 

2.  Zusatz.  Das  gegenseitio;e  Erweitern  der  Potenz-  und 
Wurzelexponenten  mit  darauf  folgender  Verwandlung  der  Wurzel- 
basis  (Potenz)   in   eine  Zahl    ist  nicht  unbedingt  gestattet,    denn 

offenbar  mufs  — 1  =  ¥  { — lY  =  V ^^    falsch    sein.      Noch    auf- 
fälliger zeigt  sich  der  Fehler  bei  Y — 7  (imaginäre  Zahl) 
2  4  4 

=  Y{—lf=Y{—lf==  /+49"  (reelle  Zahl!). 
Und  doch  ist 


YY-YY===Yh''Vt'==W'Yf  =  {h'Y-{fy={h'-i') 


/l25.4=/500 


richtig,  weil  Y  ^  -  Y  2  nur  dieselben  6  Werte  enthält,  die  in  YöOi) 
vorhanden  sind,  also  nicht,  wie  in  den  vorausgehenden  Beispielen, 

neue   und    zwar  falsche   Werte  hinzukommen.     Sind  nämlich  die 
3 

beiden  Werte   von    Y  b  =  a,  ß,  die  3  Werte  von   Y  2  =  r,   ^?   «? 

3 

so  ist    y  b  •  Y2  =  ny,  rt<5,  «e,  ßj-,  ßö,  ße.     Es  ist  aber  auch 
6  

/500  =<tr,  «'5» ; 

3  6 

denn  ( «r )'  =  n  .  ^^  =  (  /y)^  (  / Y)  =  5'  •  2'  =  500  =  Wb. 

Allgemein:  Das  gegenseitige  Erweitern  der  Potenz-  und 
Wurzelexponenten  mit  darauf  folgender  Verwandlung  der 
Wurzelbasis  (Potenz)  in  eine  Zahl  bewirkt  keinen  Fehler, 
wenn  die  Werte  des  gegebenen  Ausdrucks  dieselben 
bleiben. 

Anmerkung.     Dennoch  setzt  man 

_  *    4  

>/"9  =3/92^/81^ 
wenn   der   Sinn    der  Auflösun«;   der   Aufgabe    unverändert    bleibt. 
Denn  versteht  man  unter   Y  9  eine  Anzahl  Personen,  so  kann  man 
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4 4 

offenbar  1^9=  >^81  setzen,  weil  sowohl  bei  V^81    wie   bei  V9 
doch  nur  die  positive  Zahl  +  3  gilt. 

B.    Terschieiiene  Basen,  gleiche  Wurzelexponenten. 

n  n  n 

31.  Vab=Va-Vb.  Die  Wurzel  aus  einem  Produkt  ist 
das  Produkt  aus  den  mit  demselben  Wurzelexponent  radiciertcn 
Faktoren. 

Beweis. 

n  n  "  n  "        >i  " 

W"^^  =  (  V~ä-  /T)   =  (  vT )    (  VT^  =  ab  =-  Wb. 
Beispiele. 

Y9a=W'Va='Sa;    Kl2l/=  /l^- K/=  IIa;'; 
Y2bn=  / 25  •  V^=  5  / m"; 
1^7«'=  y'T'V~^=  YT-a    oder  a/T; 


y  \rox^xjI=  Vvib-Vx^ '  Yy  'Y  z'^hxJY  y\ 

3 •■' 3  _ 

K— 729«^^  =  — /729ö'&=— 9  a  Y  h] 


Y-^\bc''=^  /Sf.  Y-b-Yc''='dc'  /=^;. 

n  n  n 

Ya"h"'=YV-YlF=ab'; 


-\f      nk  -i-  r  lA     ni         r  "l/"     nk     -xf     r  k  -\f     r 

y  a         =  V  a    •  a  =  V  a    •  V  a  ^=  a   V  a  ; 

3  3    3  

V  a        =  V  a   •  a    =aV  a . 

Anmcrkun'i;.  Die  Wurzel  au?  einem  mehrg-liederigen  Aus- 
druck  ist  nicht  mit  der  Wurzel  aus  einem  Produkt  zu  verwechseln. 
Man  erhält  jenen  nicht  dadurch,  dafs  man  aus  jedem  einzelnen 
Gliede  die  Wurzel  zieht.     Denn  wäre 

YV+J=  Y'^-h  YT, 

80  müfste  W^''  =  (y  a-{-  V  b)   =  a-\-  b  sein.     Es  ist  jedoch 

{Y^-h  ///)"=  (Vöy  +  2  •  1/ a •  YT-^{YTy 

=  a  -1-  ^  -t-  2  Y'ä-  YT. 
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Beispiel.  ^9 +16  ist  nicht  / 9  +  VW=  3  4-4  =  7,  viel- 
mehr  /9  + 16  =  /  25"=  5. 

Eben  so  ist  nicht   Va—b=  V a—  Yh, 

nicht    Va±h  ==  V~a  +  VT. 

1.  Zusatz.      /^^=  /«(—!)=  /T-  /^^r=  VT'i. 

Die  imaginäre  Quadratwurzel  stellt  man  stets,  wie  vorstehend 
"•ezeigt  ist,  als  ein  Produkt  aus  einer  reellen  Zahl  und  der  ima- 
fjinären  Einheit  dar. 

Beispiele. 

/31=  /T-  i  =  2  /;    /— 169=  /IM',  e  =  1 3  «• ; 
/_26=  / 26"-  i  =  5,1  ^■  (denn  5,  l'  =  26) ; 

|/— y  =  ]/y.e  =  0,926  i   (denn   0,926' =  0,857  =  y  ). 

Imaginäre  (resp.  complexe)  Zahlen  stellt  man  überhaupt  stets 
in  der  Form  a^bi  dar,  wobei  a  und  b  Decimalzahlen  sein 
müssen. 

Daher  (s.  26.  Satz,  l,d): 

/  1  =  —  y  +  [/  ^- .  /  =  —  0,5  +  0,866  / ,   denn  0,866^  ^~ ; 

/=T=  y  +  |/y  •  i  =  0,5  +  0,866  i; 

/ITf  ==|/l_  +  |/l..i  =  0,707  + 0,707  i  (s.  26. Satz,  II,  b). 

Auch  rechnet  es  sich  mit  dem  abgesonderten  i  weit  be- 
quemer. 

Beispiele. 

(5-3  y^6)  (l+2  /:::6)  =  (5-3  V"^-i)  (l+2  Vj-i) 

=  5  _  3  Ve^i  4-  10  V'Q-i  -I-  6  •  0  /'  =  —  31  +  7  V'e^- i 

=  — 31 +  7. 2,45  i  =  — 31  +  17,15/. 

(2-3  1/=^) '  =  (2  -  3  y  5'-  0'  _ 

=  16  _  4 . 8  -3  yy-  i  +  6 . 4  •  9  •  5/'  —  4-  2  -27  •  5  V~b'  t* 

+  81-5^i*     _ 
=  16  —  96  yy-  /  — 1080  +  1080  y T-  i  +  2025 
=  961  +  984  yy  j  =  961  +  984  •  2,236068  •  i 
=  961+2200,3/. 
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2.  Zusatz.     In  gleicher  Weise  kann  man 

n  n  n  n 

V'ä=  y'ä^=  y^.  VT  und 

n  n  n  n 

setzen,  um  jede  beliebige  Wurzel  auf  ein  Produkt  aus  einem  ein- 
deutigen, absoluten  Werte  \hier  V a  }   und  dem  7i deutigen  Werte 

n  n 

Vi   und   V — 1    zurückzuführen,   wie   dies  schon  im  28.  Satze,  VI, 

in  anderer  Weise  gezeigt  worden  ist. 

i 

Um  daher  V — 23  vollständig  zu  bestimmen,  braucht  man  nur 

4 4   

die  4  Werte  von  V — 1  und  den  absoluten  Wert  V 23  =  2, 19    zu 

4 4 4 4 

kennen,  denn  es  ist  V— 23=  "/23  •  V— 1  =2,19  V— 1  und  folg- 


lich findet  man  die  4  Werte  von  V  —  23,    indem    man   jeden    der 

4 

4  Werte  von  V — 1  mit  2,19  multipliciert. 
6 

Oder  um    L'  -=-  zu  bestimmen,  braucht  man  nur  die  6  Werte 
'  G 

^  -  1/5" 

von  Vi   und  den  absoluten  Wert  1/ -=-==  0,9503  zu  kennen;  denn 

6  6 

es  ist   1/  -;^  =  1/  y-  •  VT=  0,9503  V 1  und  mithin  ergeben  sich  die 

fi 

6  Werte  von  1/  -=-  durch  Multiplication  der  6  Werte  von  V 1  mit 
0,9503. 

Nachstehend   geben   wir   eine  Tafel   der  verschiedenen  Werte 

n  n 

von  VT  von  w  =  2  bis  w=10,  ferner  der  Werte  von  V — 1  für 
ein  geradzahliges  n,  da  man  die  ungeradzahligen  Wurzeln  aus 
—  1  einfach  dadurch  erhält,  dafs  man  die  ungeradzahlige  Wurzel 
aus  +  1    entgegengesetzt  nimmt  (mit  —  1    multipliciert),   denn  es 

.3  3 3 

ist  z.  B.  V  r=  —  0,5  +  0,866  /,  folgl.  V—  1  =  —  vT (siehe  23.  Satz) 
3 

=  —  l-VT  (s.  auch  28.  Satz,  VIll,d,  Anmerk), 
folglich  die  imaginären  Werte 

=  —  1  •  (—  0,5  -f-  0,866  0  =  0,5  —  0,866  i. 
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yT=+i. 

yT=  1 ;  —  |-  +  -^  •«■[=  —  0,5  +  0,8660254  /]. 

4 

5__        .  _      ^ 

-j/l  =  l;  _-(_i4-y5+]/— 10  —  2y5)[=  0,3090170 


+  0,9510565  ^•]: 

r+K-10- 

+  0,5877853  «J. 


^  (— 1  — VT+  K—  10  — 2  y5)[=- 0,8090170 


yT=+l;  — ^±:»^[__o,5  4:866e,  s.  VT] 
l±i^[=.  0,5 +  0,866/]. 

7 

yT=l;  0,6234898  +  0,7818315«;  -0,2225209+0,9749279/; 

—  0,9009688  +  0,4338838  i. 

yT=+l;  +/;  -^  +  -^2^  «[=0,7071068  +  0,7071068  0; 

-^±^«■[=-0,707  +  0,707/]. 

9 

yr=l;  0,7660444  +  0,6427876/;  0,1736482  +  0,9848078/; 

—  0,5  +  0,8660254  /;  —  0,9396926  +  0,3420201  /. 


10 


yT=+l;    1±>^+>^1^^^1^;  [=0,8090170 
—    '4        —  4 

+  0,5877853/]; 


V5_-l       yiO+2V^^^  ,^ 

4        —  4  '- 

+  0,9510565/]; 


^%=i±i^l»4^^/H-0,309±0,951,]; 


1+V5     ,     l/l0-2V5:.j__„_g^g 


4        —  4 

+  0,587  .  .  .  /]. 
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y  —  1  =  -y-  +  -^  i  [=  0,707 1068  +  0,707 1068  /] ; 
—  -^  +    ~  ^  [=  —  0,707  +  0,707  i]. 

6 ^  ^   I      • 

V— 1=  +  /;    -'-^^H  0,8660254 +  0,5/]; 

~"^^^  — '-  [=  —  0,866  +  0,5  •/]. 

V-\=      ^         +  2  ^•[=Q>9^38795 

+  0,3826834  2']; 


i:i=J^  +  feV2_,[  =  0,38...  ±0,92,]; 


/2-V2    ,    '^2  +  >/2:^.j__^_3g^^^^^_g^.,^ 


2  —  2 

10  ' 


V^^  +  i;    ^'»  +  ^^+^^,[=0,9510565 

+  0,3090170  2]; 


-  i^^«±i^ ±  %:!  a.  VFu.  28,  Satz,  IV] ; 


y  10— 2VT  ,   Vs  +  i  . 

4  —        4  ' 

y  10— 2V5"  ,  vö"+i . 

— I -. 1. 


4 
Beispiel. 

8  8 8  _____      8 

K(— 65G2f  = /— 6562^  =  Kg562' •  y^^T 
=  243,023  y^^T. 

8  

Vorstehende  Tabelle  giebt  nun  für  V —  1:  8  complexe  Werte 
z.  B.  0,92388  +  0,38268?  und  folglich  sind  zwei  der  8  Werte  des 
gegebenen  Ausdrucks: 
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Fig.  1. 


=  243,023  (0,92388  ±  0,38268  i) 
=  224,52  + 93,00  le. 
Die  Aufgabensammlung  von  Heis  (§.  70,  127)  setzt  fälschlich: 
243,023/. 

Bedeutuns:  fler  imaginären  Zahlen  und  Wurzeln. 

I.  Einem  bekannten  geometrischen 
Lehrsatze  zufolge  gilt  (s.  Fig.  1)  für 
eine  auf  dem  Durchmesser  NQ  eines 
Kreises  errichtete  Senkrechte  PS  (resp. 
PS'),  deren  Endpunkt  S  (resp.  S)  in 
der  Peripherie  liegt: 

PS^  =  NP-  PO  oder  (s.  6.  Satz) 

PS  =VjyP'PQ. 

Vollständig  ist  (s.  24.  Satz,  1)  diese 

Wurzel  =+  VJVP-PQ.     Sie  hat  also 
die    beiden    entgeo-engesetzten   Werte 

-{-VnP'PQ  und   —  i NP'PQ.      Folglich    ist    (s.  §.  51,1,a)    die 

nach  oben  gerichtete  Senkrechte  PS=^-\-  ^  NP-PQ,  die  nach  unten 

gerichtete  Senkrechte 

PS'  =  —  i  NP-PQ. 

IL  Bezeichnet  (wie  in  §.  51, 1, 
c  und  f)  der  Punkt  M  (s.  Fig.  2) 
den  Nullpunkt, 

3IA  =  -\-l,  Mß=-{-2.  .  ., 
Ma  =  —  \,  Mb  =  —  2..  ., 
und  legt  man  durch  A  und  a, 
durch  ß  und  b  als  Endpunkte 
von  Durchmessern  Kreise,  die 
durch  eine  in  31  errichtete  unbe- 
grenzte Senkrechte  geschnitten 
'^'  werden   und   zwar   der   Kreis  Aa 

in  «^  und  a^,  der  Kreis  Bb  in  ß^  und  ß.^,  so  erhält  man  (s.  I): 


■1  V^^^SI^^^mt 


Ma^  =  -{-  i MA-Ma  =  -\-i-\- 1 .—  1  ==+  V—  1  =  4- «, 


Moi,  =  —  y/  MA-Ma-=- 


Mß^  =  -\-  i MB'Mb  =  +  V+2 
=  +  2/, 

Mß  =  —  VWB^Mb  =  —  2  i. 


V+1-— i=-y-i=— e, 

2  =  +  /Z?_-|_/2= 
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Wie  also  MA=-\-\,  MB  =  +  2,  Ma  = 
ist  Ma^  =  -\-i,  J/^j  =  +  2/,  M(x,  =  —  i,  Mß,- 
winnt  nun  folfrendes  Bild: 
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-1,  Mb  =  —  2,  so 
—  2i  und  man  ge- 


III.  Eine  Erweiterung  dieser  geometrischen  Ableitung  der 
imaginären  Zahlen  führt  zu  Fig.  4,  welche  aufser  der  Linie  der 
reellen  Zahlen  alle  imaginären  (resp.  complexen)  Zahlen  enthält. 
Die  beiden  links  oben  verzeichneten  Punkte  z.  B.  stellen  die  com- 


-S^ 

'iL 

-;-.'■■■ 

4t 

-2.+ 

3t 

3i 

tff+Jf 

zi 

i 

s 

't           - 

3      - 

Z     - 

1      , 

j + 

m 

m 

3     + 

i,    + 

5     + 

L- 

- 

—  't 

-i 

1 

-i 
-St 

t^— 

+  '/ 

-zi 

Flg.  •«. 

plexen  Zahlen  —  5  +  4;  und  —  2  +  3?  vor,  der  Punkt  rechts  oben 
bedeutet  -1-6  4- 3?,  der  Punkt  links  unten  — 4  —  i,  der  Punkt 
rechts  unten  -|-4  —  2i.  Die  imaginären  Zahlen  liegen  also  zu 
beiden  Seiten  derjenigen  Linie,  welche  die  reellen  Zahlen  (0,  -f-1, 
-f-2,  ....  —  1,  — 2,  .  .  .  .)  enthält,  und  zwar  giebt  die  Entfer- 
nung von  der  durch  0  gehenden  Senkrechten  den  reellen  Teil  der 
complexen  Zahl,  der  rechts  positiv,  links  negativ  ist  (siehe  -\- A  im 
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Punkte  rechts  unten,  —  5  im  Punkte  links  oben),  die  Entfernung 
von  der  durch  0  gehenden  Horizontalen  den  Faktor  von  i,  der 
oben  positiv,  unten  negativ  ist  (siehe  -\-  Ai  im  Punkte  links  oben, 
—  2i  im  Punkte  rechts  unten).*) 

Gaufs    nannte    daher    die   imaginären   Gröfsen  auch  laterale 
(seitwärtsliegende). 

IV,     In  Fig.  2  stellen  die  im  Kreise  Aa  liegenden  Punkte  A 

und  a  (=  +  1  und  — 1)  die  Werte  von  yi,  die  in  demselben 
Kreise  liegenden  gleichfalls  gleichweit  von  einander  entfernt  lie- 
genden Punkte  A,  a,  «^  a^  (=+  1,  — 1,  i,  — i)  die  Werte  von 

4 

VT  dar. 


Um  allgemein  die  Werte  von  V  -\-  i  zu  construieren,  teilt  man 
die  Peripherie  des  Kreises  Aa  vom  Punkte  ^4  {= -t  1)  au-  in  n 
gleiche  Teile.     Die  Teilungspunkte  repräsentieren  die  Werte  von 


Um   z.  B.   die   7   Werte 

7 

von  Vi  zu  construieren,  ist 
der  Kreis  (s.  Fig  5)  von  A 
(=+1)  aus  in  7  gleiche 
Teile  zu  teilen.  Man  erhält 
die  Punkte  1{=A),  II,  III, 
IV,  V,  VI,  VII,  welche  die 
gesuchten  Werte  darstellen. 
I  bedeutet  den  Wert  +  ^• 
Der   durch  II  gegebene 

7  

Wert  von  Vi  liegt  aufser- 
halb  der  reellen  Linie  Aa, 
ist  also  imaginär  und  zwar 
complex,  weil  dieser  Punkt 
nicht  in  der  Linie  a^  « ^  liegt. 
Der  reelle  Teil  der  complexen  Zahl  II  ist  J/C=  0,623  (mit  3IA=1 
gemessen),  der  positiv  ist,  weil  er  rechts  von  a^  a^  liegt.  Für  die- 
sen Wert  II  ist   der   Faktor  von   ?=  (711  =  0,782,    der  positiv  ist, 

7  _ 

weil  er  oberhalb  Aa  liegt.     Die  2.  Wurzel  von  Vi  ist  also 
=0,623  +  0,782/. 

*)  Der  vollständige  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieser  Darstellung 
kann  hier  nicht  gegeben  werden,  weil  beim  rationellen  Unterricht  neben 
der  Buchstabenrechnung  nur  erst  die  Anfangsgründe  der  Planimetrie  vor- 
handen yein  können. 


Fig.  5. 
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Die  3.  Wurzel  von  "V  1  liegt  in  111.     Sie  ist 

=  MD  +  i^ill  =  —  0,223  +  0,975  /. 
Ferner  ist 

l/T=  Punkt  IV  =  ME  +  E  1V  =  — 0,901  +  0,434  ?; 


\  =  ME-{-E    V 


0,901  —  0,434/; 


VI  =  MD  -^D  VI  =—  0,223  —  0,975  /; 
Vll  =  J/C-H  CVII  =  0,623  —  0,782  i. 


V.  Um  die  AVerte  von  y  —  1  zu  construieren,  sucht  man 
zunächst  den  w**°  Teil  des  Halbkreises  Aa^a.  Von  dem  (oberhalb 
A  gelegenen)  1.  Teilungs- 
punkte 1  aus  teilt  man  als- 
dann den  ganzen  Kreis  in 
n  gleiche  Teile.  Diese  n  Tei- 
lungspunkte     repräsentieren 


die  Werte  von  V —  1. 

Um  z.  B.  die  Werte  von 


y —  1  zu  construieren,  sucht 
man  zunächst  vom  Halbkreis 
Actj^  a  (s.  Fig.  6)  den  6.  Teil, 
]\Ian  findet  denselben  =AI 
(denn  durch  /,  P,  IT,  0,  III 
ist  der  Halbkreis  in  G  gleiche 
Teile  geteilt).  Von  dem  End- 
punkte /  desselben    aus    ist  ^'fe*'- 
nun    der   2;anze  Kreis   in   6   o-leiche  Teile   zu   teilen.     Man  erhält 
die  Punkte  /,  //,  ///,  IT,  V,  VI,  welche   die  nachstehenden  Werte 
i; 

von  y —  1   geben: 

I=MC-\-CI=  0,866  +  0,5  / ; 
11=  Punkt  31  +  MII=  0-\-\-i  =  i- 
111=  MD  -\-  DIII=  —  0,866  +  0,5  i; 
IV  =  MD  -h  DIV  =  —  0,866  —  0,5  ^•; 
V  =  Punkt  M  +  M  V=  0  —  1  •  /  =  —  /; 
VI=  MC  +  C  VI  =  0,866  —  0,5  /. 

n  n  n 

33.     Umkehrung  des  31.  Satzes:  ya  •  yft==  yöF. 

Um  Wurzeln  mit  gleichen  Wurzelexponenten  zu  multiplicieren. 
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radiciert  man  das  Produkt  ihrer  Wurzelbasen  mit  demselben  Wurzel- 
exponent 

Beispiele. 

VT-  VT=  y  2^=  yii ; 

V  3  •  W-  Vn=  Vs-ö-ii  =  Vlbö"; 

V2äb-V8ab^=Vie>ab^  =  iab''  (siehe  31); 
VT-  V^^=  V— 42  =  y  42  •  2 ; 

VÜ-  Vbab^  =  ViOab^  =  öV  lUa; 

5  y  13 .  _  4  yy=  _  20  yi3  .  yy=  —  20  y 39 ; 

(7  yy-2yiT)  (eyy+öyn) 

= 42  (yy)' — 12  y  33 + 35  y  33 — 10  (yu)' 

=  42-3  +  23y33  — 10-ll  =  16  +  23y33; 

(5yiT— i2y¥)'=(5yi4)'-2.5yT4.i2y3"-f(i2y3")' 

-=  25 .  14  —  120  y 42  +  144  •  3  =  782  —  120  y42. 

[3y2ä"— 8  yä^=T]'==9. 2a  — 2.3  yiä- 8  ya-ö 

+  64(a  — &) 
=  82a  — 64^>-  48y2a(a  — ^j. 

(3  Va  —  Ab  —  2  y9&  — 5a)' 

=  (3ya-4&)'  — 2-3ya— 4&-2  V9b~ba 

+  ('2V9b  —  bay 
=  9  (a  -  4&)  —  12  y(a—  4&)  (96  —  5a)  +  4  (9^»  —  5a) 
=  —na  —  \2  V(a  —  Ab)  (96  — 5a);  oder 
=  _lla_12/— 5a'  — 41  a6  -  36Z>' 
=  _llö_12/— (5a^  +  41aö  +  36Ä') 
=  — IIa— 12 /5a' +  41  «6  +  35  0^. i. 

(5  yn-9y=2)'=[(5  yT-9  y=2/]' 

=  [25-7  —  90  /- 14  +  81(— 2)]^ 

=  (l3  — 90  /^^^T4)'=  1 69  —  2  •  1 3  •  90  /—  1 4 
+  8100  (—14) 

=  —113231  —  2340/14«. 
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Mit 


(5  Vit)'  — 4.(5  y  17)'- 9  V— 2 +  6  (51/17)' (9  V— 2)' 

—4-5  yiy.  (9  v^=^)^+(9  y^)* 

(s.  §.  62,  6)  würde  die  Rechnung  zusammengesetzter  sein. 
bia  —  2b)V^         lYa^  +  lah 


6ya+2& 


10(a— 26)y«         3  ya-f- 26-7  ya(a+2&) 


VlVä+2b  12ya+2& 

10(a  — 2^>)yä"— 21  ya  +  2^>'y7>ya+26 

12yä+2i 
10  (a  —  2  &)  y  a"— 21  (a  4- 2  &)  yö" 


12ya  +  2i 
(lüg—  206-  21a  — 42^^)  ^~ä 

12  Va+^h 
(— IIa  — 62&)yä'  (lla  +  62i>)y^ 


12yö+2«>  nVa-{-2b 

a  —  J)  =  \a''  )  — \b^  )  ,  aufgelöst  nach  §.  61,  6,  1: 

= ( Y  ;/+  Y'd'  ■  yy+  Va'-Vb'  +  v^-V  </■  +  Y¥ ) 


V«' 


■■?     Den  mit  V  a    multiplicierten 


5  '  5 

%Y~i         haVa^  5 

Ausdruck  dividiere  gemeinsam  durch   V  ä  ,  dahe 

l/"5        2  4 


1 


1 


Schur  ig,  Lehrbuch  der  Arithmetik.     II.  Teil. 


2  4 


18 
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Zusatz.     Die   Quadratwurzel   aus   einem  geordneten   Trinom 
ist  =  der  f  t-v-«.  j    der    Quadratwurzeln    aus     dem    1.    und 

3.  Gliede,  wenn  das  {      „.  f      )  Mittelglied  =  dem  doppelten  Pro- 
dukt der  Wurzeln  aus  dem  1.  und  3.  Gliede  ist.    (Vergl.  §.  62,2!). 

Beweis.     (Va+ V ö  )  =0  +  2  V«  •  V*  +  *,    folglich  umge- 
kehrt :  y^a + 2  y  ö".  yy+  b  =  v'ä±  vj. 

4  

1.  Beispiel     9b  Vab  —  30bVab  +  2bab  =  ? 
Das    doppelte  Produkt   der  Quadratwurzeln    aus    dem    1.  und 
3.  Gliede  ist 

=  2VdbVab  ■  V'2bab=  i-'sVb  i  ab  •  5  VÖF 


^Z^V  ab'i~a^  =  '6^hV  ai  ab  ^^^b^  Y  a-iah 

=  %)b'^  Y  ab  =  30  &  Y  a  b  =  dem  Mittelgliede, 
folsflich  ist  der  gegebene  Ausdruck 


^^iV^bYab  —^^2hah  )  =i^-\^ b -Y ^^ ab  —hYb-  -^ a^ 

=  Lyy  (3y«^— 5yä")J  ==^>(3>  «f— 5y7) . 

2.  Beispiel. 

a+2yäö-f/v    (y"ä4-yy)' 


(a  -  bf  (ö  —  bf 


=[ 


ia-\-ib 


{Y^+ib){-Va-Yb) 


1 


{^^^-^fby 


34.     y — ««y — b  =  — '^ ab.     Das  Produkt  aus  2  imaginären 
Quadratwurzeln  ist  negativ  reell. 

1.  Beweis. 

y—  1  •  a  •  y— 1-6= y;=T-  Vä-  y^^.  yir=  (y-^i  )"•  ^/ah 
= —  1 .  y  «F= — yöF. 

2,  Beweis.     ( — af-{ — bY  besteht  aus  n-\-r  negativen  Fak- 
toren,  daher  {—a)'^-{—b)'    aus    — -j-—  =  l  negativem  Faktor  und 
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ist  daher  negativ.  Bei  V — a-V — b  ==  Vi—  a)  (—b)  =  V«^  be- 
rücksichtigt man  also  nicht,  dafs  die  gegebenen  Minuszeichen  nur 
halbe  Minuszeichen  sind. 


Beispiele.     V^^.  y^^=  —  y 375"=  —  VIö; 

4  y^6 .  —  3  V^7T7=_i2  yzre"-  V^^]j  =  _  12  •  (—  Vö^) 

=  +12yiÖ2. 

( 5  y  7"—  3  y^^)  (4  y  ^T+  9  Vb) 
= 20  y— 77  — 12  y^T^-  y— 11+ 45  yss"—  27  y— 30 
= 20  yry  •  ?  — 12  (—  y  60) + 45  y  35 — 27  yso-  ^• 
=  12  y  66 + 45  y  35  +  (20  y  77  —  27  y  30)  l 

1.  Zusatz. 

44  4 4  4 4  4         4 

Yz:^.Yzrb=  Ya{-i)-Vbi—i)  =  Va-V^-  VJ-  V—1 

=  Vab'lV—l  ^  =Vab-  Y—\=Yab'i. 

2.  Zusatz. 

4 4 4 4 4 .4    4 

Y—a-  Y—b-  Y—c-  Y—d=  W—\  ^  •  Yabcd 


=  —  1  •  y  abcd  =  —  Y  abcd. 
35.     Um   rationale   Faktoren   einer  Wurzel   unter   die  Wurzel 

n  n 

zu  bringen,  also  aus  der  FormaVo  die  Form  Y  c   herzustellen,  hat 

n  «  n  _  n  

man  a  Y~b  in   K  ö"  •  y  ö  =  y  «"  &  zu  verwandeln. 
Beispiele. 
3  Y^=Vf  '  Yb'=  Y9^=  y 45 ; 

^^^^HVw-yaJYw 

aY^=Va-Ya  =  V^; 

=  YQa-hb  +  9c; 


276  §•  69.     Wurzellehre. 


y  2V4  =  F   K2'- V4   -=]//l28  = /l28; 


g  ]/  8^>^  _l//  3a  y    Sb'       ]/  'Sa 
b  '    -na       ^  \2b  j  '  '21a       ^     2b 


a'  Va  =Va"'-Va  =  Va"'-  +  '; 

9  9 4    

Va   V~a=VVa'~^  =  VV'^=  Va; 

2*^  :'>V4V'Q   =^  20l^4  /ö"  =  ''^  1^8000.4/0" 
fi  c 

=  K  32000  /  6"  =  1^  /32000'  •  6 


=  y  6144000000. 

(4  /3"— 3  /5")  1^11  /3"— 8  yr 

=  /(4/3'-3yff.  /ii/iT-si/T 

=  "K(l6  >  3  —  24  yj-  /  5"+  9  •  5)  (1 1  /3"— 8  /  5") 

^Vz{zi—sVJ'VJ)  (11  /J— 8/5") 

=  /3[341  YJ-SS(VJY  Vb-  248  /5"-64  /s'C/ö')' 
=  Vd  [341  /b"-  264  VF—  248  V'5"+  320  VT] 
=  1^3(661  /3"- 512/5"). 
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3 


(5  +  20  Va  -•Si=Vi'o-\-2if  (4  —  3/) 


=  1^(125  -h  3  •  25  •  2e  +  3  •  5 .  4t^-\-  Sf)  (4  —  3 i) 

3 

=  /[125  +  150  i  +  60  (—  1)  +  8  (—  0]  (4  —  3  0 

3 

=  /(65  +  142e)  (4  —  30 

3 3  

=  /260  +  568«— 195?-  +  426=  /  686  + 373  « 

4]^i5yF— 12  VT-al^ioVy— 81/2"     ' 

=4)^3(5-1/3— 4yT)- 3/2  (5yF-4yY) 


= 4  y  3  •  >^5  y  3— 4  y  2 — 3  y  2  •  "^5  y  3 — 4  yy 
= (4  y  3~— 3  yT)  1^5  y  F— 4  yy 


= /(4  y3~- 3  y  2")' (5  y  3  -  4  y  2") 


=y"(i6-3— 24yT.  y2+9-2)(5yy— 4y2') 
= T^  6  ( 1 1 — 4  y  y .  yy)  ( 5  y  y—  4  yy ) 
= K  6  (55  y  y—  60  yy—  44  yy+  32  y?) 
= Vq  (87  VT— 104  yy). 

Zusatz.      Es    existieren    Tafeln,    welche    die    Quadrat-   und 
Kubikwurzeln   aus  den  Zahlen  1  bis  1000  enthalten.     Wäre  nun 

7y6  oder  3y5   zu   bestimmen,   so   konnte   man   zwar  in    diesen 
Tafeln  y  6  =  2,4494897    aufsuchen   uhd   diese  Zahl   mit  7  multi- 

3 

plicieren,  eben  so  y5=  1,7099759   aufsuchen  und  diese  Zahl  mit 
3  multiplicieren;  durch  vorstehenden  Satz  erspart  man  sich  jedoch 

3 

diese  Multiplication,    da    man    direkt  y294  und  yi35    aufsuchen 
kann,  denn  es  ist 


7y6  =  K7^- 6=y294    und  3  y 5  =  ■K3'- 5  =  y  135. 


36.  Umkehrung.  Die  Basis  einer  w"""  Wurzel  läfst  sich 
verkleinern,  wenn  man  die  n'*^  Wurzel  aus  einem  Faktor  der  Wurzel- 
basis ziehen  kann. 
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Beispiele. 

3  .3  3 3  3 

1/320=  /64  •  5  =  K?.  /y=  4  VT; 

3 3  3 

y  « *  =  y  «^  •  a  =  a  y  ö ; 

K   «^  &  +  a^  c  ==  y  a^  {ab  -\-c)  =  a  Yah  -\-  c ; 


Y  a         =Va     '  a  =  V  a     •  V  a  ^=a  V  a  ; 

I.     Specielle  Zahlen,   in   welchen  man  die  zu  bildenden  Po- 
tenzen nicht  sofort  erkennt,  zerlegt  man  in  Primfaktoren. 

Mit  Rücksicht  auf  den  Wurzelexponent  n  bildet  man  alsdann 
aus  je  n  gleichen  Faktoren  eine  n}^  Potenz. 

Beispiele. 

•|/5Ö4  =  y  2^2 -2 -3.  3 -7  =  ^2' .  3'  •  2  •  7  =  ^2'"'  •  V  3'  •  y2T 
=  2-3  y  14  =  6  y  14 ; 

3  3  3 3  3 3 

yi875=y3-5-5-5-5=y5'-3-5=y5'-y3-5  =  5yi5; 


y  2160  =  y2 .  2  •  2  •  2  •  3  •  3 . 3  •  5  =  y  2'-  2^-  3^  •  3  •  5 
=  2.  2.  3  y3T5  =  12  yiS; 

3  3 J  3  3  

y2160  =  y2^3^2.5  =  2.3yl0  =  6y10. 

IL    liy63  — 2iy28H-2y7()Ö— 3yri2" 

=  1 1  yöTT  -  21  y477 + 2  yiöo  ^7 — 3  yi6.7 

=11.3  yy— 21 . 2  y7"+  2 .  10  yy—  3 . 4  yy 

= (33 — 42  4-  20  — 12)  yy=  -  yy 

3 3 3 3 

5  y  128 — 7  y  54  4- 1 0  y25ö — 8  y432 

3 3 3 3 

=  5  Va^  .2  —  7  Vf .  2  -}-  10  Vb^  .2  —  8  V  ß""  •  2 

3  ^  3  3  3  

=  5  .  4y  2  —  7  .  3  y  2  +  10  . 5  y  2  —  8  .  6  ]/  2  =  y  2. 
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|/^2„-3^3n+._-|/^..  +  l^.n_5 
n  n 

a     b     -a     h  —  \  a     b     ab 

2  ,3  1     /  b"  2  , 3  1      /    «  ■?  ,  3      1     /  **  1      /     « 


1/    Ä-^  W    a'        '/    "^ 


a 

]/300a  +  l/ßTSar'  —  l/l92«^  -  ]/432a^^^'^ 

=  10aV3a4-15&]/3ä^— 8«l/3ä-  12aJ)/3ä 
=  (10+15&  — 8«— 12a&)]/3a 
=  [5  (2  +  3?*)  -  4a  (2  +  3^)]  ]/3a 
=  (5  — 4a)(2-h3?^)]/:T^. 

III.     ]/a^=F'a^^T=]/a^.fa^=a•^|/Z 
Dividiert  man  also  den  Potenzexponent  (17)  durch  den  Wurzel- 
exponent (5),    so   wird   der  ganzzahlige  Quotient  (3)  zum  Potenz- 
exponent   aufserhalb    der  Wurzel,    der  Rest   zum   Potenzexponent 
innerhalb  derselben. 

y a?     7:2  =  3,  Rest  1 ;   daher  =  a  W=  a  Yü. 

4  t 

Va^l     23:4  =  5,  Rest  3 ;    daher  =  a   V a. 

n  n 

y  a  f    ^  =  ;•  4-    - ,  daher  =a    y  a' . 

n  n 

•2x-\-Z 2t  +  3 

y  «'"^"^  "  ?     6a:  4-1 1 :  Ix  +  3  =  3;  daher  =  a     Va. 
6a:  +  9 
Rest  2 

3X--7 

|/^i5.2_,:,^_25p     i5^^_23a:  — 25:3a:-7=5a:  +  4 
loa;"  —  35a: 


12a: 

-25 

12.r 

-28 

3 

Zx 

-7 

5.1 

-  ^ 

*> 

^n\ 

Daher  ^n 

IV.     j/6.]/l5?     Hier  rechnet  man  nicht 
]/90  =  ]/9.l(»  =  3  ]/lO, 
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vielmehr  kann  der  gemeinsame  Faktor  3  der  beiden  Basen  der  Quadrat- 
wurzel sogleich  als  Faktor  der  Wurzel  gefetzt  werden,  die  alsdann 
nur  noch  das  Produkt  der  übrigen  Faktoren  (2  •  5)  erhält.  Die  Auf- 
gabe geht  daher  in  3  y^  ■  ä  über. 

Beweis. 

y~ß. yYb  =  }/3.2.3.5=  Vs' .2.5  =  3  V^Tb. 

Beispiele. 

y^l.  y^b  ?     Da  hier  die  Wurzelbasen  aufser  7  •  7  noch  3  . 5 
enthalten,  so  erhält  man  7yi5, 

4y'l2.  — 5)/42?     Aufser   6-6   ist  2-7  in  den  Wurzeln  ent- 
halten, folglich  = — 20 . 6  yj^ = — 120  yn. 

(7  y~&-i-  4  yib— 3  i/^n:ö")  (4  y  6~—  3  y^^^Jb-\-  2  y  1 0 ) 
= (7 1/6-4-  4  yib-  3  yio".  i)  (4  yy—  3  y\b- 1 + 2  y  10 ) 

=  28  •  6  +  16  •  3  y  10  —  12-2  y [5  •  /  —  21  •  3  yiÖ"-  i 
—  12-15e  +  9-5-"l/'6-(— l)  +  14-2yi5^ 
+  8-5^6-  6-10< 

=  168  4-  48  y^-  5  y  6  +  28  y  iT 
—  (240  +  24  Vl5  +  63  y  1 0  )  /. 

1.  Zusatz.  Mittelst  des  vorstehenden  Satzes  lassen  sich  Wurzel- 
tafeln oft  auch  dann  benutzen,   wenn  die  gegebene  Wurzel  nicht 

unmittelbar  in  denselben  enthalten  ist.  Hätte  man  z.  B.  y3076 
zu  bestimmen  und  enthielte  die  Tafel  nur  die  Wurzeln  aus  1  bis 
1000,  so  setzt  man: 

y  3Ü76"=  y4 .  769  =  2  y769 , 
daher      =2-27,73085  =  55,4617. 

2.  Zusatz.  Zuweilen  hebt  man  auch  einen  Faktor  aus  der 
j^ten  "VVurzel,  von  dem  die  n^"  Potenz  nicht  in  allen  Gliedern  der 
Wurzelbasis  enthalten  ist. 

Beispiel.     y%a^  —  la-{-h  = 


/ 

1- 

7 
9a 

'    9a^| 

=y.. 

=  3«|/,. 

3 

9a  "^ 

5 
9a^' 

V6a:  +  4  =  )/6.T  A  +  -^\  =  A^r  •  \/\  +  ^ 
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n  n 

37.     1/—  =  -^—-.      Um  aus   einem  Bruche  die  Wurzel  zu 
'     b  ",— 

Vb 

ziehen,     kann     man     aus    Zähler    und    Nenner    dieselbe    Wurzel 
ziehen. 


vv       =1 
Beispiele. 


Beweis.     W      =  -^    =  — —  -  y  -  Wb. 

\Vbl      (yy) 


VT 


-i/  9  _  yr  _  3    i/jL_ 

^25        y^        5  '     ^^    16        y^        4  ' 

^'^^-^'    36  |/36  6         '^' 

^    125"         3 5  •'       /     .4        -,/,. 


Vi  25 


y^^ 


y42l  =  ]>^=%  =  {=3i; 

ys  __ 

-i/"r_  yy  _  ys     ,__   yur_yMi 
^"^"yr^"^"'  ^'^^^'^  49  ~   7 

'^         49        ^49  7 


3 


/  /  ~  \  /    '    '^  '  '    lÜOO         10 


|/     4      _      yi      ^    2  1    /25a;'  ^  5x' 

^   9.25  -yöTS^- 3.5'     [/    /,-        y/   ' 


«& 


cW  cd'  cd'  y     de 
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n  n 

Vi 


Vn        Vn  «+"       y^       y;^ 


1/ A = i/i .  1  _  i/l .  i/A = 1 1/: 


2^ 

27        '^    9      3        '^    9     ^    3         3^3" 

3  3  3  3 

^    250         '^    125     2        '^     125      '^    2 

3  

__L   VT"         1 


)/2         5^2 


1/^  =  1/^.2=^/2 
'^    81        ^81  9    '^ 


1.  Zusatz.     Man  vermeidet  gern  Wurzeln  aus  Brüchen,  sowie 
Wurzeln  im  Nenner.     Man  brinoft  daher  die  Form 


l/a    .  Vc 

l^  ^~  m  die  X*  orm  — r- 
'     b  d 


in  die  Form 

indem  man  zunächst  die  gebrochene  Wurzelbasis  durch  Erweitern 
in  eine  Potenz  verwandelt,  deren  Exponent  dem  Wurzelexponent 
gleich  ist,  um  alsdann  aus  Zähler  und  Nenner  die  Wurzel  zu 
ziehen. 

Beispiele. 


l/^=l/hl=]/^ 
r  7     y  -j.i     ff 


3 


t/2__1   /2-5^   _|/^-25  _     ]/50  _  "/so 
5        \      5-5=^  5^  ^^  5 

4       _____  4  4 

/  1  -6^  _-l/21_6  "/2T6 

6-6'  ""'^     6' 


|7j__\    /  1-6"  _"|/^16 
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|/1= 


3 


3       3 

/  cd'  _  Vcd' 

3  3  

n 


n  n  -n  n 

5  5 5     5 

"I /     a      I  /       ah^ c' d       \   /  ah^ c' d  y  ab' c* d 

n 

V- 


b'cd' 


b'  cd'-b'c'd 


b  c  d 


bcd 


ab 
V~^b' 


'    ab'         y  ab' 


V      ^»  +  3  1/        j^+3^«-3  j/ 


/  a^" 


]/«&" 


/;  b  b 

1  /  w   1    /  m-  m 


(b-^J 


Vab 

,r.  +  3 


m 

3n  +  2 


a         b 

m  -m 


a  +  6  a-\-b 

b  /       14-5  l/       1  +  6 

/  m         y  m 

<r+6 


m 


3n  +  2 

/        ab 


Ö& 


ra  +  1 


3n  +  2 


(r) 


3n+2 


!/«&" 


+1 


l/_J ^^ 3      _l/»g  +  2 


ac  —  3ö6 


«'Je         a^  c         abc 


^^    2&  ^  6a  ^  4         '^ 


a  ,  2     2 

abc 


V2ac-\-bc—Zab 


abc 


10&  +  3aö 


A-'6ab 


(6a'4-10&  +  3aft)-3g& 
4-9a^&' 

y3a&(6a'4-3a&4-tO^>) 
6a& 
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Enthält  der  in  Primfaktoren  zerlegte  Nenner  gleiche  Faktoren,  so 
erweitert  man  nicht  mit  einer  Potenz  des  Nenners,  sondern  mit 
einer  kleinern  Zahl,  die  mit  Rücksicht  auf  jene  Faktoren  zu  bil- 
den ist. 


Beispiele. 


]/i5        V\b 


]/±-=]/—^—=]/-±L^=y-iL= 

r    \2       f     2-2-3        r     2^3'  2-3  6 


Vrr—l/ü— 1   /23»2''_  )/23»4  _  )/92 


2  y        2  T 

3 


11.3.5' 


l/_LL=l/      '^      = 

r    360       r     2'-r-b        [/     2^3^5' 

3 3  

_  ]/33  •  25   ^  V825 
~"    2-3.5     ~     30     ' 

2.  Zusatz,  Den  vorstehenden  Zusatz  kann  man  in  Verbin- 
dung mit  den  Wurzeltafeln,  die  nur  die  Wurzeln  aus  ganzen 
Zahlen  enthalten,  zur  Bestimmung  der  Wurzeln  aus  Brüchen 
benutzen. 

Beispiele. 


y^  =  1/—  =  I  /  ^^•'^'  =  Ve37  _  8,604: 


6042524 


=  1,2291789; 

3  3 


=  A  .  8,4576905  =  *^^^  =  0.3844405. 
38.     Umkehrung. 

n  n 

^-Vj  oder  y¥:yy=yaTx 

VT 
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Um  zwei  Wurzeln  mit  gleichen  ^^"u^zelexponenten  durch  ein- 
ander zu  dividieren,  zieht  man  dieselbe  Wurzel  aus  dem  Quotient 
der  Basen. 

Beispiele. 

4  4 


]/20        \fW     ,/—     „        VaTb 


l/f=i/r=2;    yi^^\/^=h.. 


1/5  1/77  ^      "' 

3  3  3  ^ 


i/ih 


^     ab       ^    n        V       a  « 


1/—   _l/^2-      1/2-  -4l^26^; 


26^ 
26* 


26 

Anmerkung.     Nicht  =  —  l/-—   (^-  ^*-  Satz),    weil  sich  in 


V  2  .  V—  1 

^;^^3-  die  gleichen  Wurzeln  vollständig  heben. 


/  3  .  V  -  1 

5  5  

— 5 g ?     Mittelst  der  Partialdivision  findet  man: 

yjb-yäb^ 

^y^ab'-y^ 
y:a^-yj' 
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Einfacher   gelangt   man    zu   demselben  Quotient    in  folgender 
Weise:  5, «        ,  ^,      -^ 

Man  denke  sich  '^-^--^ ^ — —  und  setze 

5 5 

y  a=c,     yb^d,    dann  ist  die  Aufgabe 

3 ,3 

-^  =  c  -\-c(l-\-d'  (siehe  §.  66,  7) 


^j« 


Ol 


Hl       Hl 


r  r 

CX) 


Hl 


tN9 

H 


4^  I 
H 


H|      H| 


-^  QO 

5^ 


H 


CO 


H   I 
+ 

H  I 

+ 

CD 


H 


oo 

H 


00 

H 
Hl 


00 


ü 

o* 

ö 


+ 

H  !-<^c 

Ih  I 
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1.  Zusatz.     Zuweilen   ist   es   von  Vorteil,    den  rationalen  Di- 

visor  einer  Wurzel  unter  dieselbe  zu  brins^en,  also  die  Form  — r- 

in  1/  —  zu  verwandeln. 

Beispiele. 

nun 

y~ä  _   Va    _]/  « 

Vb" 


^-§-Vi-y^- 


VT 


=n=^ö; 


4375: 


4  r     4 

Vs 

^  =  VAt  =  1/0,083333  . .  .  . 
6  '^     6" 

4  i      4 

Yab^  c         \    /  ab 


1^  =  1/-^. 


ab  1/     a^b^        ^     d'b 

y  a—b'       1   /  a'  —  h^       1/  {a-^b){a-b) 


a-\-b  [/     {a-\-bf       ^  ia-\-bf 

a  —  b 


-\ 


a-tb  ' 
Va—2ab        \   /  a  —  2  ab  ^^/'^       2b 


a  '  o- 


3        y     f      ^  -3     9 


2.  Zusatz.  In  gleicher  Weise  verwandelt  man  den  Quotient 
aus  einer  rationalen  Zahl  und  einer  Wurzel  in  die  Wurzel  aus 
einem  Quotient. 
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Be 


...            a           V7       \/~(F 
ispiele.     -^77=-^ ^^  -h"' 

yb      yj        ^ 


a;4-l 


}/ 


x^-\ 


3 


]/0, 33333  .  .  .; 


(a:+ir 


x-\ 


{x-\-\){x-\) 


VK^-V 


x-\-1x-\-\ 
x—\ 
und  durcli  Partialdivision 


^H-34- 


x—\ 


3.  Zusatz.  Der  reciproke  Wert  einer  Wurzel  ist  dieselbe 
Wurzel  aus  der  reciproken  Basis;  denn 

n  n 

1  _]/r_-|/r 

n  n  r      n  ' 

1/7         1/7 

4.  Zusatz.  Oft  kann  man  bei  vielgliederigen  Ausdrücken 
durch  Ausheben  einer  Wurzel  und  bei  Quotienten  durch  Kürzen 
mit  einer  Wurzel  die  Zahl  der  Wurzeln  vermindern  und  dadurch 
den  Ausdruck  vereinfachen. 

Beispiele. 
3  _  3  3  3  

ya-h2Va'-h^Va'  +AVa'' 

=  yä[l-h2V¥  +  3  ^7  +  4  V^] 

3 

=  }/«  [l  -j-2a-f  3r/  +  4a']; 
(3|/6--2l/F)^=  [|/^P^^-2)]  =5  (3^/f -2)' 
=  5(3l/iJ-2)'; 
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131/5  —  31/2 

7  ]/ 5"+  VY 


durch  y '2  gekürzt 


13 


VI- 


131/2,5—3 


,^/|:+.     'y''''+' 


3)/-|-— 2|/y      durch  2)./-|-    gekürzt    (d.i.   durch  2 

3    

kürzt  und  mit   l    —  erweitert) 

V- 


2:e- 


^i^l 


(^fß-,)^ 


(o,75"^r5  — l) 


C.    Verschiedene  Baseu  und  verschiedene  Wurzel- 
exponenten. 

39.  Man  bilde  entweder  gleiche  Wurzeln  oder  gebrochene 
Potenzexponenten.  Auch  ist  oft  das  Zerlegen  der  Basen  in  Prim- 
faktoren von  Vorteil. 

Beispiele. 

3 


Yab'V  a'b^  '  Yab^?     Entweder: 


l/     ti  r6     l/     >i  1  '•     l/     'i  1^  l/     »;  l'J     81.3     3,9  1/     17,18 

yab-yab-yab=Vababab    =  V  a    b 

12 

=  aby a^b^' ,  oder; 
1.  1.  2.  JL  1.  1.        ^11.  5     i  13 

ö'&'«'j'«*^' =«''&'' =  a^/«''^&'==öil/a'-l/y 

=  ahV7-V7=abV77; 

Scharig,  Lehrbucli  der  Aritlimetik.    JI.  9'eil.  19 
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3  3         -    "^  3 

(4fy— 3]/2")  ==Uy~b)  —5.(41/5")  .3]/T 

33  32 

+  10(41/5")  (3yY)'-io(4i/y)  (31/2)' 
+5.4yy(3i/y)'-(3yy)' 

=  1024  V^'  —  5  -256  •  3  1/5'  •  y  2  +  10  •  64  . 9  •  5  . 2 
3 3 

—  10.16-27.y5'-y2'+5-4-81.l/y-2' 

—  243)/?. 

3 3 

=  1024  •  5  y  5'  —  3840  •  5  y  5~-  yY-\-  57600 

3 3 

—  4320  1/25-2  y"2  +  6480  y  5  —  243-2^2 

3  CG 

=  5 120  y25  —  19200  y  5^  •  y  2^+  57600 

C  G  3 

—  8640  y25'  •  y  2^  +  6480  VT—  972  YY 

3 3 

=  57600  —  972  y  2  +  6480  y  5  +  5120  y25 

(i 6  

—  19200  y200  —  8640  ySOOO. 


K6yi8-K2y27.y3y' 


1^2. 3^2.3^1/2  1/3^^3  I/2T; 


=  F2.3.2'^.3^y  2.3^.K3.2^-3'^ 


=  F2^.3'.F2^3"^V3'.2-^ 


13 


24 


ji^s       L     L     ^     S         _  

=  2'  .  3'^'  .  2'  •  3'  .  3'  •  2''  =  2''  .  3'  =y2'' .  3''. 


(!-«) 


4 


V-l 


?  MitRück- 


sieht  auf  die   hier   auszufüliremle   Partialdivision   findet  man,    dafs 


/ 
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Divisor  und  Dividend  schon  geordnet  sind,  denn  ersterer  enthält  im 

_  i_  LA 

1.  Gliede  a     ^ ,  im  2.  a  ,  im  3.  ö    ,  im  4.  a  . 
Verwandelt  man 


1 


1 


l'i 


V—h         Vb-i        Yb-i''        Vb-i—i) 
d   y 7-  in   y-jr^'',   so  erhält  man: 


VJ 


(!-«): 


Va 


[yi^-vT  y»  y» 


VfA 


Dividend  und  Divisor  sind  nun  mit  y  a  •]/ b  zu  multiplicieren, 
um  das  1.  Glied  des  Divisor  in  1  zu  verwandehi: 


_ya-yb'{[  —  a)_ 

y-^.  yy.  — 


[  —  Ya-i  —  Va+ya-Va- i)  od 
1  — ff 


er 


Die  Partialdivision  giebt  für  den  Bruch: 


(Y) 


{\—a):[{  —  Ya'i—Va-i-Va^'i)=i-{-Ya-i 
4  4 4 

4  •*  __       * 

+  Y'ä-i  -{-Va—  Va^  -i  —  a 

4  _  *  * 

^Y  a-i^ya-V^'i-a 


Der  gesuchte  Quotient  ist  mithin  (s.  Y) 

=  ")/ ¥•  ]/y.  {\+y  a-  i)  =  Yab^+  Yab  •  i. 

Der  Geübte   hätte   das  Resultat   sogleich   in  Y  erkannt,    ohne 
die  Partialdivision  auszuführen,  da  sich  dieser  Ausdruck  mit 


Y a-i  =  n  in   Y a  -Y b  • 


1-n^ 


A  ,23 

1  —  n-\-n  — n 


=  Ya.yb-{{-{-7i) 


(3.  §.  C6,  8  und  §.  Gl,  4,  1.  Zus.) 
=  Y  fi  -Y  b  U  +  l^«-«/  verwandelt. 


19* 
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D.    Rationalmachen  des  Xenners. 

40.     Rationalmachen  des  eingliederigen  Nenners. 

1  1 

=  ^  .  .^.r,r.-,  =  1  •  2,4494897   würde  mit  einer  sehr  be- 

-i/y       2,4494897 

schwerlichen  Division  zu  dem  Resultate  0,4082483  führen. 

-1  

Bequemer  erhält  man  das  Resultat,  wenn  man  — ^:^  mit  y  6 

erweitert,  um  den  Nenner  rational  zu  machen: 

Man  hat  hier  zwar  auch  ]/ 6  =  2,4494897  zu  bestimmen,    aber  es 
fällt  jene  zusammengesetzte  Division  weg.    In  sehr  einfacher  Weise 

ergiebt  sich  nun  '  \  =0,4082483. 


Beispiele. 
6  6]/iÖ  61/10 


0,6|/lO; 


l/io      Vio-l/io         ^ö 

rY^_   ^V^-VT  _^y-  ,,,r=  1/971^=^13^5 

yzTö      yzr^,y^^~    -5  5 

y~b.i 

~~  5      ' 

1         1       yv.i     ]/y.i  . 

oder   —  = = 7  =  -^-7 — 7^«; 

yu    yü.yj    i/i?.V?'    i/smü 


]/y 

7 

7 

1 

4i 

2                e 

4i^         4(- 

-1) 

=  — 

i 

T 

5 

a 

ayah 

ti 

jj/«^ 

y^ 

yäb 

{Vahf 

aö 

6    ■ 
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6 


T/14 


?     Da  hier  der  Nenner  y  lA    zu  bilden  ist,    so  ist  mit 


3  _  _ 

3 


3  

Kl 4'  zu  erweitern:     = 


qVh^        6]/i96        3]/T96 


3 14 

1  VoS^  V^         Väb^ 


3  3  3  3   ^^ 


1       y«*      y«* 


y«^    y«^y 
1 


a 

i 
a 


?     Um  Fehler  zu  vermeiden,  zerlege  man  immer 


V-' 


a 

n  n  n 

y — c   in  y c-V —  1 ;  daher 

r,  _     6 

1  Ya-Y{-\f 


li 


6  0 


Ya'-y^i  jy^-y-i-ya-Vi-if 


a '  ( —  1 )  a 

1  _     1     _y^-y(^^_   y?  ;.— 

y_i    ya-y-i 

= multipUciert  mit  den  4  AVerten  von  y  —  1 ; 

a  ' 

n  n 

1         y?       V7 
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41.     Rationalmachen  des  mehrgliederigen  Nenners. 
I.     Zwei  Glieder  mit  Quadratwurzeln. 

Hier  ist  {a  -{-b)  {a  —  Z/)  =  a  —  b"  anzuwenden,  um  die  Quadrat- 
wurzeln zu  beseitigen;  denn 

(]/« + yy)  iv^-Vb) = iv^f-  (yjy^a  -  b. 


Beispiele 
6 


^^?     Da  der  Nenner  eine  Differenz  ist,  so  ist  mit 


der  Summe  der  beiden  Glieder  zu  erweitern: 

iVr-y^)  iVT+Vz)    {yrr-iVYy 

^    6(l/7  +  y3)  _    3(y7  +  l/3) 
7  —  3  '  2 

5  ^ 5(2yiT— 3y6") 

2 yir + 3 yy  ~~  (2 Vn+'sVY) (2 yrr— 3 vt) 
^  5  (2  Vn-  3  y ö")  ^_^  5  (2  yiT- 3  y 6") 

(2yii)'-(3y"6")'  4.11-9-6 

5  (2  yiT -3  y  y)       2  yrr— 3  y  6" 


—  10  2 


Vn. 


2 
1 

^:^?     Um    nicht,    wie   im    vorhergehenden    Beisi)iele, 

4  +  3y5 

einen  negativen  Nenner  zu  erhalten,  setzt  man  das 
gröfscre  Glied  voran.  Da  man  nach  dem  Erweitern  die 
Quadrate   der   beiden   Glieder  erhält,   hier  also  4'  und 

{^Yb)  ,   oder  16  und  9 '5,   so    erkennt   man    immer 
leicht,  welches  Glied  das  gröfsere  ist.   Hier  ist  9' 5  >  16 
und  folglich  ist  das  gröfsere  Glied  3  y  5  voran  zu  setzen 
_  1  _  3y5'— 4  ^     3y"5"-4 

3yy4-4     (3yT+4)  (syy- 4)    (3yT)'-4' 

3]/ IT— 4 
^         29 


256 
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-?     Da  49  •  3  <  25  •  11 ,   SO  ist  5  ]/TT  voranzu- 


7]/3-5'|/ll 

stellen.     Daher 

256      ^    256  (5  yrr+ 71/3') 

~      bVn-iVY"     (5l/TT)'-(7)/y)' 

5yT3+3]/2"^  (5)/lT+3]/2)  ( 4  j/Iä"- 9  ^ T) 

4l/l3"+9]/2"  (4]/T3)'-  (91/T)' 

_  20-13  +  12  "^26'— 45 '/26"— 27-2  _  206  — 331/26' 
~"  16-13  —  81-2  ~  46 

Die  4  Wurzeln  der  Aufgabe  verwandeln  sich  in  eine! 

^^-?     Die  gemeinsamen  Faktoren  der  Glieder  des 

84  — 24}/ 3 

Nenners  sind  stets  vorher  auszuheben.     Daher 

1  7+2  y  3" 


1 

12(7-21/3 

7+2yF 

12(49  —  4-3) 

1.(5-4/) 

5'-(4/)"' 

■)          12  [7^ -(2 

7  +  2}/3" 
444       ' 

5  —  4? 

5  —  4i 

5  +  4? 

25  — 16(— 1) 

41      ' 

V9+2K5"  _  (3/y- 

-4)V9  +  2/y 

3/5  +  4  (3/5)  —4' 

Vjd  Vb  —  aY  (9 +2/5")  ^  y'Cei  —24  /y)  (9  +  2  VT) 

~  9-5  —  16  "~  29 

_  V549  — 216/5"+ 162/5^240  ^  1^309  — 54]/"y 
~"  29  ~  29  ■ 

(3-/7)^4  /T— 7 
2/T— 5 
_  (2/Y+5)(3-/T)>^4/T-7 

(2/y)'-5^ 
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(/ 7 +  1)^4/ 7 -7    ^"[/(/y+l)'' (4/7-7) 


4-7  —  25 

V(8 

4-2l/'y)(4 

Vi- 

-7) 

3 

yz2 

/  7  +  56  - 

56- 

-14/7 

T^WT  _  1  /ii/^  ==y^77=  y /¥ 


4 

/2ä 


1 

1 

05 

00 

^ 

^ 

S  1 
1 

a  1 
1 

1 

1 
a 

^ y' 

^ 

3 
1      ' — ^ 

lO 

1           CO 

+ 

CO 

a.  -=^ 

1 

^^    a  1 

CO 

1 

1 

a 

a 

1 

1 

+ 

a 

CO 

a 

^ 

5^1 

CO 

a  I 

CD        OJ 

I        -N 

a      a  I 

a 
+ 

40 

a  I 
1  ' 

al 


CO 

a  j 

+ 

a 


a 
+ 

CO        -< 
I  =1 

a    + 

a 
+ 

CO 

:■,  ^ 

al     ^ 
a  I 


a  I 


a 
+ 

CO 

a  I 
I 

a  I 


a 
+ 

CO 

a  I 
i 

al 


o 


t>9 

a 

+ 

a 
+ 

+ 

a 
+ 

Cr 

a 
+ 


a 
+ 

Cr 


CO 

a 

+ 

a 


CO 
In» 

a 
+ 


l>5 

a 
+ 


a 
+ 


CO 

a 

+ 
t>» 
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^  (3/"^— a)V2a+3/"ä— 3«  +  «/«" 
a 

_  V(«'  +  9«-6«/"^)(2a  +  3/"^)        0,1/— 


•2a—9aVa-\-21aVa        .,  ,     .— 
5 3  H-  /  a 


1^5  + /IT— /  5" 

(5  +  / 6")— 5 
_  2(5  +  T/T)+2"K5(5  +  /6")4-  1^5(5  +  /6")4-5 

_  15  +  2/6  +  3  1^5(54-/6") 
/6" 

=  -^  +  2  +  3^5(5  +  /6)_    jj.^^  .^^^  ^^^^,  ^^^^,  ^  p^^.^^^j^ 
/6     _  /6 

mit   K  6    zu    erweitern,    der    letzte    jedoch    nach    dem 

38.  Satze  zu  behandeln,   weil in     der    Form 

Vc 


l/a-hb 


leichter  zu  berechnen  ist,  als  in  der  Form 


Vc-Va-i-b  ^V{a-\-b)c      ^^^^^^ 


|-/7r+.4-3l/-te^^ 


-P-+2  +  l/-^(5+/6-). 


298  §•  69-     Wurzellehre. 

Zusatz.  —  j  oder  —  - —  J erweitert  man  nicht 

mit    Vb^Yc,  um  zunächst  den  Nenner  b-^V c  zu  erhaUen  und 
dann  das  Erweitern  mit  b-\-Vc  fortzusetzen,  sondern  unmittelbar 

mit  V&If/T! 

1 

Beispiele.     —  —  erweitert  mit 

Vö— 2/y 

V(5  —  2  /  3  )  (5  +  2  /  3  ) 

Vb-\-2VT      Vb-h^VT      1  /54-2/y 


/25"— 4^3  /T3  l^  ^'^ 

{Y2  —  \)yb  —  ZVT  _^  (/2^l)y3-/Y-V5  — 3>/T 
)^3+yT  l/(3+/2')(3— /T) 


ViVT- 

-ir(3- 

-/2)f5  — 3/2) 

V3^- 

(/^r 

_y(3- 

2  /y)  (2 

1  —  14/2") 

VT 

_  1/7(3- 

-2/2)' 

=3—2  /y. 

/y 

IL     Mehr  als  2  Glieder  mit  Quadratwurzeln. 

Man   denke   sich   den   Nenner  2  gliederig   und  verfahre  dann 
w4e  in  1. 

Beispiele. 

/7"-t-/y+/y  ^   /y+/y+/y 
2  /y—  /y—  /y     (2  /y-  /  3") — /y 
(/y-f-  /y+  /2")  [(2  /y-  /  3") + /  2"! 

[(2 VT- Vs) - V2]  [(2 VT- /¥)  +  /2"] 
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ü 

3 


cc 
+ 

CO 


4- 
+ 


1^1 


|(^^ 

V 

■* 


|co 


V 


+ 

+ 


+ 


CO 

+ 
+ 

CO 


CO 


CO 

+ 

QO 
+ 

00 

+ 


1^ 


4 

Q 


V 


,1 

|ro 


|l.o 


V 


V 


l'M 

1+ 


•>- 


+ 

\:JD 

(M 


+  ,1 


Cq 


^ 
W 


|(M 

,1 

|co 


V 


+  g 


i  4-1 


—  QJ 


si      e 


,4- 

in 

^ 
« 

l«o 

3 

•^ 
«* 

,  1 

-s 

|cD 

'g 

V 

_rj 

(M 

^^ 

o 

+ 

Ö 

o 

>^ 


:s  4- 

"1+ 


'S  +1 

r2  'O^         3 


1(N 
CO 

|(M 
CO 

,     + 

las 


Oi 

CO 

"~+     + 

l'M 

CO 
|C?5 

(M 


(M 


1(M 
CO 

,1  I 

(M 


|m 


|05 
(M 


;::5  ^  Ä 
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CO 

+ 


CO 
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CO 
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V.  Enthält  der  Nenner  4.  Wurzeln,  oder  4.  und  2.  Wurzeln, 
so  erweitert  man  zunächst  wie  in  1  und  II  mit  der  Summe  oder 
Differenz. 

Beispiel. 

4  4 4 4 

1         _       W—VT       _  V~b  —  V'S 

_  ivv-VTHyT-^vj) 

{VTY-iVTY 

jyj'-.yY)  (y25+y^) 

~  5  —  3 

4  4  4 4  

yr25 — y  75 + y  45  -  y  27 


VI.     Die  Form  erweitert  man  mit  r  VB-\-V  C 

n 

yvB'±v~c 

(vergl.  den  Zusatz  zu  1). 
Beispiel. 

1 V\d  —  9VY 

3  3   3  

Vi3+9yy     Vis+gyy- Vi3— 9yT 

3 3 

Vi3— 9y"2    1  /i3— Qyy 


yi69— 81-2 
VII.     könnte  zwar  mittelst  des  Satzes : 

n  n 

y"^+  w 

einen  rationellen  Nenner  erhalten,  der  Bruch  würde  aber  bei  einem 
gröfsern  n  in  der  neuen  Gestalt  weniger  leicht  berechnet  werden 
können,  als  in  der  gegebenen. 
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Man  wird  daher  z.  B,  unmittelbar  mit 

5  5 


1  1 

^0,417636  berechnen. 


1,24573  +  1,14870        2,39443 

Dasselbe  gilt  von  vielen  Beispielen  der  Abschnitte  I  bis  VI. 

VIII.  Ist  der  Nenner  imaginär,  so  ist  er  zunächst  in  die  Form 
« +  ßi  zu  bringen  und  der  Bruch  alsdann  ohne  Rücksicht  auf  die 
vorhandenen  Wurzeln  mit  a-\-ßi  zu  erweitern,  weil  jeder  imagi- 
näre Ausdruck  die  Form  A^Bi  erhalten  mufs. 

Beispiel. 

1  1 

=  - — — — — .     Einer  der  6  Werte  ist 


2  +  5-/— 7  2  +  5V7-V^^ 

1 

::^ (s.  Satz  31,  2.  Zus.) 

^ 1 

6 C 6 

_    ,    5y7-y27     ,     5V7      . 
^  2  ^2 

1 


6 6 

2  +  2,5  yi89  +  2,5y7.i 
1 


2  +  5,98894  +  3,302 1 0  i        7,98894  +  3,3021  i 
_     7,98894  —  3,3021/  _  7,98894  —  3,3021/ 
"~  7,98894' -(3,30210'  ""03,8232  +  10,9038 
^  7,98894  —  3.3021?  _  7,98894  _  3,3021? 
~      74,727      ~  74,727    74,727 

=  0,106901—0,044189/. 

E.    Verwandlungren  Ton  Wurzeln  ans  Binomien  mit 
Wurzelausdrücken. 

42.    Es  ist 

"|/«4-yy+ ]/«_yy= ]/  (l/«4.yy+ Va-VJ) ' 

=  )/(}/«  +  yy  )'+  2.  Va+yT.  Va-yy+  iVa-VJy 
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=  1/«+  VM:2  V(a+yy)  {a-  VJ)^a-VT 
=  y2a±2ya—{VJT    oder 

^  ya-\-VT±  Va-VT=  ]/'2  {a±  VT^)  ....  (Y) 

Der   Ausdruck    links    vom    Gleichheitszeichen    läfst    sich    also 
stets  in  den  einfachem  der  rechten  Seite  verwandeln. 

I.Beispiel.      K  7  +  VTT  —  V  7  —  V  iT  ?     Hier  ist  (siehe  Y) 
a=7,  &  =  11.     Daher 

==V'2{l—  y49  — ll)  =  Vl{l—  Vis). 

2.  Beispiel,      l' 13  4- 3  yy+ 1^13  — S/T?    Zunächst  ist  die 

Form  der  linken  Seite  von  Y  herzustellen,  also  der 
Faktor  3  nach  dem  35.  Satze  unter  die  Wurzel  zu 
bringen : 

=  T^13  4-  VeS  +  Vl3  -  l/63 

=  }/2(l3  +  ]/l3^— 63)  =V2(l3+yTÖ6). 
Besonders   vorteilhaft   ist    diese    Verwandlung,    wenn,    wie   in 
den  nachfolgenden  Beispielen,    V  a  — b    rational   wird   (oder,    wie 

man   sich    auch    ausdrückt:    wenn  a"  —  b    ein    vollständiges    Qua- 
drat ist). 

3.  Beispiel. 

K  14 +2  Vl3  —  Vl4  -  2  VTS 
=  1^14  +  V52  —  Vl4  —  V52 

=  j/2(l4  — l/l4'— 52)  =  V2(l4— Vl96  — 52) 
=  ^2(14-  yT44 )  =  y2  ( 1 4  —  12)  =  y  4  =  2. 

4.  Beispiel.      1^9  +  y65  +  1^9  —  y65 

==  y^  2  (9  +  ysi— 65)  =  y2(9  +  4)=  y  26. 

5.  Beispiel.     1^7a  — 3^>  +  2  yF(7a  — 4ö) 

—  Yla  —  Zb  —  libila  —  Ab) 
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—  Vla  —  3b—V4b{la  —  U) 

=  y2ba  —  ^b—V{la  —  Sbf  —  Abila  —  ^b)  ] 

=  y  2[la  —  db~VA9a^  —  10ab-\-2bb^] 

=  y2[la  —  3b  —  y{la  —  5bf]  (s.  §.  62,  2) 

=  y2[7«  — 36-(7a  — 56)]=  y2-2&  =  2  VT. 

Anmerkung.     Die  Form  A^  "/^ nennt  man  ein  „  surdisches 
Binom". 

43.     Die  Quadratwurzel  aus  einem  surdischen  Binom. 
Quadriert  man  einen  Ausdruck  von  der  Form  Vö+Vö  oder 
a^y  b,  so  erhält  man  ein  surdisches  Binom,  z.  B. 

(yT+ VT)^  =  7  +  2  y 35  +  5  =  12  +  yT4Ö. 
Es  mufs  also  auch  umgekehrt  V  12  +  yi40^  y  7  +  y  ö 


0  sem. 


Es   fragt    sich   nun,    wie  man  aus  V  a-^V b   unter   gewissen 
Bedingungen  die  einfachere  Form  Vc-^Vd  ableitet. 

Nach  Y  im  32.  Satze  ist: 

Va  -f  VT+  Va-VT=  1/2  («-h  yj^) 


/«+  \/b  -V a-YT=y lU-V a  -b) 


(W) 


Durcii   Addition  der  beiden    Gleichungen  W  (s.  §.  7,  9,  Zus.) 
erhält  man: 

2  /a-f/y=  1/2  U^Y'JZr^')  J^y  1  (a-  Ya'-b). 
Beide  Seiten  nach  §.  13,30  durch  2  = /T  dividiert : 


VT 


VT 


/2ia-\-Va'-b) 

4  "^ 

oder 


2(a—Va—b) 
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Subtrahiert  man  die  Gleichungen  W,  so  ergiebt  sich: 


.(A) 


und  nach  der  Division  durch  2: 


Y^ 


Vh 


■.+  Ya'-b        \/  a-Y'a'-b 


(B) 


V  a-^V  b  wird  selbstverständlich  nur  dann  durch  diese  For- 
meln vereinfacht,    wenn    r   a' — b  rational  ist. 

I.Beispiel.  Yl+V^?  Da  7^  — 33=16  ein  vollstän- 
diges Quadrat  ist,  so  kann  der  gegebene  Ausdruck 
durch  obige  Formeln  vereinfacht  werden.  Mit  a  =  l, 
fe  =  33  seht  A  über  in : 


y7-f/33 


7+/7'^_33  |/7_>^7=^_33 


7  +  /16        I  /7  — /16 


V'-i^+V- 


2       '   r       2 

~      2      "•"     2 
/22  +  /'6" 


Besitzt  man  V  li.  und  >^  6  in  einer  Tafel,  so  ist  dieser  Aus- 
druck unmittelbar  berechnet. 


2.  Beispiel.  V  17 — 4/15?  Hier  ist  zunächst  4  in  die 
Wurzel  zu  bringen,  um  die  Form  \  a-^rV  b  herzu- 
stellen =  K  17  — /24d.  Mita=17,  &  =  240  geht  nun 
B  über  in: 

Schurig,  Lehrbuch  der  Arithmetik.     II.  Teil.  20 
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]^17  — /240  = 


=="      I  /  17  +  ]^17'  — 24Ü 


17  — /l7'  — 240 


17  +  /49 


17— /49 


2  1/2 


Tvr-  151  ,  12  ....  ^ 

Mit  a=  ,   b  =  —-  ergiebt  sich  aus  1>: 


60    ^  ^    V  6ü  /  5 


151 


y 


151 
60 


Hier  ist  die  innere  Wurzel 


-1/22801  _  j640       1/14161  ^  119 


3600         3600 
daher  der  gegebene  Ausdruck: 


151         119 


60  60 


151         119 
60  60 


_l/l_T/_l=l_2l/-L=i._-^ 

^y  A    ^15    2     '^  15    ^      1 

4.  Beispiel. 


2/15 


_  1  /  5  a  +  ]/  (5  a)'  —  (24  g'  —  4  a&  —  4  h") 

I  /Sa— /(5af  — (24a'  — 4a&— 4&-)         ^^ 
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Oö 


+  /(a  +  2&f    ,   \  /ba  —  V{a-^2bf 


-i/öa-\-a-{-2b       j/ i)a  —  {a-\-'2b) 


=  Vda^b-^y2a  —  h. 
5.  Beispiel. 


y7a  —  Sb  —  2VlOa'  —  '6\ab-\-Vob' 


^yia  —  Sb  —  V\Oa  —  \24ab  +  60  b'. 
Nach  B  ist  dies 

1  a  —  8b  —V{1  a  —  Sbf  —{4:0a  —\2Aab  -^mb') 

9 


la  —  Sb  —  V^ 


7a  — 8ö  +  /(3a  +  2if 


la  —  Sb—V{'ia-h'2bf 


-i/la—Sb-\-'Sa-\-2b  _ -\/l a  —  Sb  —  (da-\-2b) 


=  Vba  —  'ib  —  Y'la  —  bb. 
6.  Beispiel. 

T^ 3  / 7+ 2 /Ti  =  ]^/T(3  +  2  VT)  =  / T- 1^3  + /8". 
Der  2.  Faktor  nach  A  verwandelt  mebt: 


4  1  1 1  i  4 

=  yT()/T+ 1)  =  /  4  •  "|/'y+ i/T= /28+ /  7. 

7.  Beispiel. 

(i  6  c  6 


V 


/35&31808  +  /9483264  —  /2809856  —  /223656 

20* 
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lO  I 
+ 


+ 


^- 


^- 
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=  /2./2.  [T^5+/21  — l] 

3  

=  /2  [/7  +  l/'3  — /2]. 
44.     Setzt  man  in  A  (s.  43.  Satz)  b  =  —  c  ,  so  ergiebt  sich: 


f.TTzz^l/g+^V^-"') 


a-Va'-{-c') 


,  d. 


+  lA"'V --•(-').  oder 


T^a  +  c^'  = 


/«^  +  /  +  ^ 


2 


K  «^  +  c"  —  a    . 


i...{Q) 


In  gleicher  Weise  erhält  man  aus  B  mit  h  =  —  c 


/,^=|/>:»_!±^!±5_l/^?!+£!^....(D) 


Diese  Formeln   sind  stets  anzuwenden,    auch  wenn    y   a  -^-c 
nicht   rational   ist,   weil    die   imaginäre   Zahl   die   Form  «  +  (?/  er- 
halten nmfs. 


1.  Beispiel.     1^  —  6  —  2  /—  55  =  Y  —  6  —  y^220 •  i. 
Da  hier  der  Coefficient  von  i  negativ  ist  (= —  1^220),    so    ist  D 
anzuwenden.     Mit  a  ==  —  6  und  c  =  "^220  ergiebt  sich : 

l/y7-6f+y22öy+(-6) 


310 


§ .  69.     Wurzellehre. 


1/36  +  220  —  6 


VSQ  +  220  +  6     . 


2.  Beispiel. 

ji  —  2)  ]/3i+4  ^(—2  4-  0  Va  +  3^  V-  3  —  2e~ 
(1  +  0  ]/2e  — 3        ( l  +  0  y^  -f  27.  y— 3  — 2? 
^  (— 2+^•)]/(4  +  3^•)(— 3  — 2e) 

(l+0V(-3f-(2  0' 
_  (—2  +  0  (1  — Q]/— 6  — 17^•  ^  (— 1  +3^•)^|/— 6— 17/ 
(1+0(1—0  y9+4  (l  -  f)  VYS 

"|/(_l  +  30'(— 6— ITeT       y(— 8 -60  (—6  — 170 


2yi3  2yr3 

y— (8  +  60-  — (6  +  177r  y— 54+17  2? 


2yi3 

y  T-  V—  27  +  86  ?■ 


2yi3 

y— 27  +  86  i 


(s.  34.  Satz) 


(y2")'.yT3  y26 

(und  nach  C,  weil  der  CoefF.  von  i  positiv,  mita^  —  27) 


1      I  1  /  "y27' H- 86' —  27    ,    i  //27^  + 86'  +  27    . 
2 +1/    2 1 


[ 


y26 
26  L 


y26 


y8125  — 27 
2       ~ 


y8125  +  27    . 


y26 


Y 


90,1388—27 


+ 


-I/9ÖJT 


H8S  -+-  27 


I:zr[y31,5694  +  y58,5694-/] 

y26 


^      1/3T75694       i/ 


58,5694 


26  '^         26 

=  — yi, 214208  — y2,252669-/=  — 1,10191  — 1,50089?. 
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3.  Beispiel. 


"[/t  — 3]/— 5  =|/^  — 3^5.]/— 1 


^-^y^{V{+Vl 


=  F  7  —  3  Vx^i^—  3  ^1,25-  / 

=  j/f- 3,1721 1—3,17211/  =  ]/3,827 89  — 3,17211  e 
welcher  Ausdruck  nach  D  zu  verwandeln  ist. 

4.  Beispiel. 

(nun  nach  C  mit  «  =  0,  c^l) 


5.  Beispiel. 


f  nun   nach  C  mit  a=l/  —  ,  c^y^ 


s h  /      7i 


1    O-^'^   4-1/1  ^'•^     / 


V2-\-v2    y^—vi 

2  "^  2 

31.  Satze,  2.  Zus.). 


«    (siehe    die    Tabelle    im 
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§.  70.     ftuadratwurzelausziehen. 

1.     Aus  speciellen  Zahlen. 

Das  Verfahren  ist  in  den  nachstehenden  7  Abschnitten  a  bis 
g  enthalten. 

a.  Die  Decimalzahl,  aus  welcher  die  Quadratwurzel  gezogen 
werden  soll,  ist  vom  Komma  an  nach  links  und  rechts  in  Klassen 
von  je  2  Stellen  abzuteilen.  Die  1.  Klasse  links  kann  daher  aus 
1  oder  2  Stellen  bestehen,  jede  folgende  Klasse  nach  rechts  hin 
aber  mufs  stets  aus  2  Stellen  bestehen. 

Geht  die  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Zahl  oder  aus  einem 
endlichen  Decimalbruche  nicht  auf,  so  kann  man  sich  nach  §.  38,7 
beliebig;  viele  Nullen  hinzugefügt  denken. 


Beispiele.      ]Al23  =  "(Al23,0ü()0=  ]At|23,|UU|00|; 

YÖj'=  y  0,70UU00  =  ")Ao,|7U|0ü|O0|; 

Ymi^QS  =  lAl9|47,|36|8ü|. 

Enthält  die  Basis  einen  gemeinen  Bruch,  so  verwandelt  man 
denselben  in  der  Regel  in  einen  Decimalbruch. 


Beispiele.     ]/^  =  ]/"o,625  = /0.|62|50|; 


j/^432^  =  ]A4  32,  |02|72  721721 
Nach  §.  69,  37,  1.  Zus.  könnte  man  auch  rechnen: 
-i/T      l/W       /lÖ" 
^    8    ~^    16  ""      4     ' 
um    alsdann    die    Quadratwurzel    aus    10    zu   ziehen   und   dieselbe 
durch  4  zu  dividieren. 

b.     Jede  Klasse  giebt  eine  Stelle  in  der  Wurzel. 

Geht  daher  )A7b2l29  =  yiÖ\2\\2^  auf  (erhält  man  also  eine 
eine  ganze  Zahl,  deren  Quadrat  =762129  ist),  so  mufs  die  ge- 
suchte Wurzel  3stelliof  sein. 


Geht  1^324  =  1^3 f24l  auf,  so  ist  die  Wurzel  2stellig. 

Geht  /0,000003276Y=)/"0,|00!00!03|271611  auf,  so  ist  die 

Wurzel  =      •? j 

also  ein  Sstellisrer  Decimalbruch. 

c.     Aus    der   ersten,    Einheiten    enthaltenden    Klasse   ist   nun 
mittelst  der  nachstehenden  Tafel  die  Quadratwurzel  auszuziehen: 
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n  = 

4 

9 

16 

25 

36 

49 

64 

81 

Yn'= 

=  il 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

1.  Beispiel.     ]/20,7936. 

Da  ]^16^4,    V2b  =  b    (siehe    die    Tafel),    so    ist    offenbar 

K  20,7936  «rröfser  als  4  und  kleiner  als  5,  mithin  =4  nebst  einem 
echten  Bruche.     Geht  daher  die  y"  auf,  so  erhält  man  für 

/20,i79i36 
die  3  Stellen  4 ,  •    • 

2.  Beispiel.      Ko,  00|üO|Ol!87,69 

=      0,  0    0    1    •    • 


S.Beispiel.      }^U,917  =  }^0,  91  70 
=      0,  9    . 

d.  Das  Quadrat  der  durch  Abschnitt  c  bestimmten  Wurzel  ist 
von  der  betreffenden  Klasse  zu  subtrahieren  und  dem  Reste  die 
folgende  Klasse  hinzuzufüsen. 

1.  Beispiel.      /2"o,179i36  =  4, 
4'=  16 
479 

In  der  Wurzel  ist  nach  4  das  Komma  zu  setzen,  da  dasselbe 
nach  der  zugehörif^en  Klasse  (20)  sich  befindet. 


2,  Beispiel.      }^0,:00|00|01j84|96  ==0,001 


1^=1 


84 

e.  Hat  man  für  die  AVurzel  beliebig  viele  Stellen  bestimmt 
(in  Abschnitt  c  und  d  eine  Stelle),  so  findet  man  stets  annähernd 
die  nächstfolgende  neue  Stelle  der  AVurzel,  indem  man  den  durch 
die  neue  Klasse  schon  vergrofserten  Rest  (siehe  Abschnitt  d)  um 
die  letzte  Stelle  verkürzt  und  durch  das  Dopi)elte  der  bis  dahin 
erhaltenen  Wurzel  dividiert,  wobei  man  sowohl  jenen  Rest,  als 
auch  die  Wurzel  ohne  Rücksicht  auf  das  Komma  als  ganze  Zahl 
betrachtet. 


I.Beispiel.      /20. 79:i6  =  4, 

16 

479. 
Die  neue  Stelle  der  Wurzel  ist  annähernd 

470 :  (2  X  Wurzel  4)  =  47 :  8  =  5 
und  die  Wurzel  würde  nun  4,5  sein. 


314  §•  '0.     Quadratwurzelausziehen. 


2.  Reispiel.     /o,|0ü|U0|01|87|69  =  0,001 

1 

87. 

Die  neue  Stelle,  also  die  4.  Decimalstelle  der  Wurzel,  wäre 
nach  obiger  Regel  =  87 :  (2  X  Wurzel  1 )  =  8  :  2  =  4. 

Aber  es  tritt  hier  der  bei  der  Bestimmung  der  zweiten  und 
wohl  auch  noch  der  dritten  Stelle  der  Wurzel  nicht  ungewöhn- 
liche Fall  ein,  dafs  der  erhaltene  Quotient  zu  grofs  ist.  Durch 
die  nach  dem  folgenden  Abschnitt  f  vorzunehmende  Rechnung 
erkennt  man  jedoch  leicht,  ob  der  Quotient  die  gesuchte  Stelle 
unmittelbar  giebt,  oder  ob  dieselbe  kleiner  als  dieser  Quotient  sein 
mufs.  In  vorstehender  Aufgabe  ist  z.  B.  nicht  der  Quotient  4, 
sondern,  wie  sich  aus  Abschnitt  f  ergiebt,  nur  3  die  gesuchte  neue 
Stelle  und  daher  die  Wurzel  0,0013. 

f.  Ist  die  neue  Stelle  bestimmt,  so  bildet  man  ein  Produkt 
aus  den  folgenden  beiden  Faktoren: 

1.  Faktor.     Die  Zehner  desselben  =  dem  soeben  benutzten 
Divisor  (=  dem   Doppelten  der  frühern  Wurzel); 

Die  Einer  =  der  neuen  Stelle. 

2.  Faktor  =  der  neuen  Stelle  selbst. 

Im  vorstehenden  1.  Beispiel  ist  dieses  Produkt  =  85  •  5  ==  425, 

da  der  Divisor  8,  die  neue  Stelle  5  war. 

Im  2.  Beispiele  ist  es  23 -3  ==69,  da  der  Divisor  2,  die  neue 
Stelle  3  war. 

Dieses  Produkt  ist  von  dem  in  Abschnitt  d  gefundenen  (um 
die  folgende  Klasse  schon  vergröfserten)  Reste  abzuziehen  und  dem 
neuen  Reste  die  folgende  Klasse  hinzuzufügen.  Die  Operationen 
der  Abschnitte  e  und  f  sind  nun  so  lange  zu  wiederholen,  bis  ent- 
Aveder  die  Wurzel  aufgeht  oder  die  2;ewünschte  Genauicjkeit  er- 
reicht  ist. 

1.  Beispiel. 

)A20,|79|36  =  4,56 
16 

479;  470:(2-4)  =  47:8  =  5  (2.  Stelle  der  Wurzel) 

425  =  85-5 


5436 ;  5430 :  (2  •  45)  =  543  :  90  =  6  (3.  Stelle  der  Wurzel) 
5436  =  906 -6 
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2.  Beispiel. 

>^(VÖOUOül  87 '39  =  0,00  i  37 
l 


87;  87:  (2  •  1)  =  8  : 2  =  3  (2.  St.  der  W.) 
69  =  23  •  3 


1869;  186IJ:(2.13)=186:26=J  (3.  St.  der  W.) 
1869  =  267-7 


0. 

Als  2.  Stelle  der  Wurzel  konnte  nicht  8:2  =  4  genommen 
werden,  weil  das  Produkt  24-4  =  96  nicht  von  87  subtrahiert 
werden  kann. 

3.  Beispiel. 


"1/^0,03  02  76  =  0,174 
J 

202 ;  20  :  (2  -T)  =  20  :  2  =  7  (2.  St.  d.  W.:  s.  u.  die  Anra.) 

189  =  27-7 


1376;  137:  (2 -17)=  137:34  =  4  (3.  St  der  W.) 
1376  =  344-4 


0. 
Als   2.  Stelle    der  Wurzel   konnte    nicht    20:2  =  9    oder  =8 
gesetzt  werden,  weil  29-9=261   oder  28-8  =  224  nicht  von  202 
subtrahiert  werden  kann. 
4.  Beispiel. 

]A0,081  =  ]AÖ;]o8  10  =  0,2846049 

2'  =  4 


410;  41:(2-2)=41:4  = 

384=48-8 


2600 ;  260  :  (2  -  28)  =  260 :  56  =  4 
2256  =  564-4 


34400 ;  3440  :  (2  •  284)  =  3440 :  568  =  6 
34116  =  5686-6 


r  28400;  2840:5692  =  0 
^  l     0  =  56920-0 

2840000;  284000:56920  =  4 
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2840000;  2S4000:56920  =  4  (wiederholt) 
2276816  =  569204.4 


56318400;  5631840:569208  =  9 

=5692089-9 

u.  s.  w. 

Ist  die  neue  Stelle  (der  Quotient)  =0,  so  läfst  man  die  zu- 
gehörige Rechnung  (die  vorstehend  mit  a  bezeichneten  Zahlen)  aus, 
hängt  dafür  dem  Reste  die  folgende  Klasse  und  dem  Divisor  0 
an  (s.  das  nachstehende  Beispiel). 

5.  Beispiel. 

^  =  y^0,|36|36136  =  0,60302  . .  . 
^'  36 


V- 


36;  3:  12  =  0 


36  36;  363:  120  =  3 
36  09  =  1203-3 


2736;  273:1206  =  0 


273636;  27363:12060  =  2 
241204=120602-2 


u.  s.  w. 

Die  hier  mit  a  und  b  bezeichneten  Zahlen  sind  in  der  Praxis 
wegzulassen. 

Selbstverständlich  hat  man  nicht  00  anzuhängen,  wenn  der 
wahre  Wert  des  Decimalbruches  andere  Stellen  verlangt.  So  ist 
im  vorstehenden  Beispiel  (neben  b)  2736,  nicht  2700  zu  setzen. 

g.  So  ausführlich,  wie  es  in  den  vorstehenden  Beispielen 
geschehen  ist,  führt  man  in  der  Praxis  die  Rechnung  nicht  aus. 
Vielmehr  schreibt  man  nur  den  Divisor  (das  Doppelte  der  frühern 
Wurzel)  und  hängt  demselben  den  gefundenen  (Quotient  (die  neue 
Stelle)  mit  kleinerer  Ziffer  rechts  unten  an.  Die  so  gebildete  Zahl 
multipliciert  man  mit  der  neuen  Stelle,  um  das  abzuziehende  Pro- 
dukt zu  erhalten.  Das  vorstehende  4.  Beispiel  würde  also  in  fol- 
gender Weise  zu  rechnen  sein: 

l/0,|08|10  =  0,2846 
J 

4  10:4g  (d.  i.  41:4^=^) 
3  84  (d.i.  4g -8) 

a  .  .  .  2600  :  56^  (d.  i.  260 :  56  =  4) 
2256  (d.i.  56^-4) 

b  .  ..  34400  :  568,  (d.  i.  3440 :  568  =  6) 
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34400  :  568,.  (d.  i.  3440  :  568  =  6)  (wiederholt) 
34116  (d.i."  568(5 -6) 


28400. 

Endlich  multipliciert  man  nicht  die  bisher  gefundene  Wurzel 
mit  2,  um  den  Divisor  zu  bilden,  sondern  vermehrt  stets  den  vorher- 
gehenden, mit  der  kleiner  geschriebenen  Ziffer  versehenen  Divisor 
um  diese  Ziffer. 

So  findet  man  aus     56,  (s.  d)  \  ^^^^^^^  Addition 
den  neuen  Divisor  568  (s.  b). 

Der  zu  dem  letzten  Reste  28400  gehörende  Divisor  wäre  daher 

568. 


=  5692. 

In  gleicher  Weise  verfuhr  man  schon  beim  Bilden  des 
Quadrats  einer  vielstelligen  Zahl  (siehe  §.  62,  3,  II  nebst  An- 
merkung). 


2.  Beispiel. 


Vr. 


000 


=  )/o,!00|0Ol73|17|07|31|7O  =  0,0085539892. 
M 

917:165 
825 


9207:1705    1-170=16,  s.  2  Zeile  vorher!) 
8525  s' 

68231:17103    (1710=1705  s.  2.  Zeile  vorher!) 
51309  ^  ^ 


1692270:17106,    (-17106=17103) 
1539621  3 


15264973:1710788 
13686304 

157866917:17107969 
153971721 

389519607:171079782 

u.  s.  w. 
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3.  Beispiel. 

]/5Ö:^=  ]/50,|12|76|92|3ü|76i92  =  7,08009126. 
49 

112: 14o 


11276:140g 
1 1 264 


1292:1416., 


129230:  14 160(, 


12923076:1416009 

12744081 

17899592 :1416018^ 

14160181 

373941130:141601822 
283203644 


91)73748676:  14l601824ß. 

h.     Beweis  für  die  Richtigkeit  des  Verfahrens. 
Das  Abteilen    der  Basis   nach  Klassen   von  je  2  Stellen  folgt 
aus  §.  57  (9,  2,  Zus.  und   16,  7.  Zus.). 

Die  Rechnungsoperationen  ergeben  sich  aus  der  Formel: 

(a  -h  Lf=a'  -\-2ab  +  b^  =  a'-{-  (2ö  +  b)  b. 

Soll  z.  B.  y  4096  berechnet  werden,  so  niufs  nach  jenen  Sätzen 

des  §.  57  die  gesuchte  Wurzel  2stellig  sein,  weil  das  Quadrat  einer 

zweistelligen  Zahl   eine   3-  oder  -1  stellige  Zahl  ist.     Enthält  daher 

die  Wurzel  c  Zehner,  so  niüfste  das  Quadrat  der  Zehner  der  Zahl 

4096  möglichöt   nahe  kommen.     Aus  (102)"  =  4096, 

9  4096 

d.  i.    100z-  =  4096  folgt  z-  =  —^  (s.  §.  12,  l.Zus.)  =40. 

Mithin  2  =  j/  40  =  6  (s.  6.  Satz).    Die  gesuchte  1^4096  besteht  also 
aus  6  Zehnern. 

Bezeichnet  man   nun  die  noch  zu  bestimmenden  Einer  mit  e, 

so  ist  ]/4096  =  6  Zehner  -|-  e  oder 

60 -]-(;  =  ]/ 4096  und  folglich 

(60  -I-  ef  =  4096  (s.  §.  1 5 ,  7) ,  d.  i. 

3600  +  2-60  •e  +  e'  =  4096, 

2-60-e  +  e-  =  4096-  3600  (s.  §.  8,  1,  Zus.), 

2. 60 -6  +  ^-  =  496 (W) 
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Weil  e  die  Einer  vorstellt,  so  ist  2-60-e  offenbar  weit  gröfser 
als  e'  und  mithin  niufs  schon  annähernd  2 -60 -6^496,  folglich 
496  49         49        ,      . 

'=2T6o="2:¥  =  Ty  =  i^'^^- 

Mit  diesem  Werte  wird  in  der  That 
2-60-4  +  4'  =  (2-60  4-4)-4=  124-4  =  496  (siehe  oben  W) 
und  folglich  ist  (60  -f  4)"  =  4096  oder  ]/4096  =  60  +  4. 


Abgekürzt :        ]/40  96  =  60  -f  4 
36.. 


4  96;  49: (2- 6)  =  49:  12  =  4 
496  =  124  •  4 


0- 

Wäre  nach  der  Subtraktion  von  (60  +  4)"  noch    ein  Rest  ge- 
blieben, z.  B.  in 

|/4 1186,09  =  64, 
36 


5  86;  58:  (2. 6)  =  58: 12  =  4 
4  96  =T24-4 


(Y) 


90,09 

der  Rest  90,09,  so  würden  noch  die  auf  die  Wurzel  64  folgenden 
d  Zehntel  zu  suchen  sein.     Es  wäre  mithin 

1/4186,09  =  64  +  -^ ,  d.  i. 


64 


10 


=  4186,09; 


4096 -h  2.  64. -^  +  -^  =  4186,09; 


2 .  64 


d 


d' 


10     '      100 
mit  100  multiplicicrt  (s. -?.  11,10): 

2 -640  •</  +  </' =  9009 


90,09  (s.  §.  8,  1,  Zus.): 


(Z) 


Da  nun  d    gegen  2-6lO-rf    sehr   klein   sein   mufs,    so  ist  an- 
nähernd 2  •640^  =  9009,  folglich 
9009    _^    900         900  _ 
~  2-640  ~  2-64  ~  128  ^'^' 
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Mit  diesem  Werte  wird  wirklich 
2-640.7 -h7'  =  (2-640-h7)-7==1287-7=9009  (siehe  oben  Z) 

und  folglich  ist   I'^^-^-Jq)  =4186,09  oder 

1/4186,09""=  64  +  -^. 

Abgekürzt:   ]/41|86,|09  =  64,7 
36 

5  86;  58:  (2 -6)  =  58:  12  =4 

4  96=124-4 


90  09;  900 :  (2 -64)  =  900: 128  =J 
90  09=128  7-7 


0. 

1.  Zusatz.  Die  Rechnung  läfst  sich  abkürzen,  wenn  man  das 
Quadrat  einer  den  ersten  Klassen  Genüge  leistenden  mehrstelligen 
Zahl  kennt. 

I.Beispiel.     l/l,306  =  "|/l,|30l60=  1,143 
ll'=121 

9  60 : 22 
8  96 


6400:2283 


2.  Beispiel.     ^0, 00365  =  ]/o,|00|36|50  =  0,0604 

60^=36  00 

5  000:120^  u.  s.  w. 

Besonders  vorteilhaft  erweisen  sich  in  diesem  Sinne  die  Tafeln 

der  Quadratzahlen.  Hätte  man  z.  B.  Vo,08317  zu  berechnen,  so 
sucht  man  sogleich  die  3  stellige  Zahl  auf,  deren  Quadrat  jener 
Basis  am  nächsten  kommt. 

Da  nun  ]/0,08  =  0,2,  so  weifs  man,  dafs  die  aufzusuchende 
3  stellige  Zahl  mit  2  beginnen  mufs  und  man  findet  in  den  Qua- 
draten der  Zahlen  von  200  bis  299  als  nächstkleinere  Zahl: 

288' =82944.     Daher 
yo,|o8|31|70  =  0,28839 
288' =  8  29  44 


2  2600:r)76, 
1  7289 
531100:57669. 
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2.  Zusatz.  Hat  man  von  der  Einheiten  enthaltenden  Klasse 
an  n  Stellen  der  Wurzel  berechnet  und  bleibt  der  Divisor  in  der 
gröfsern  Anzahl  von  Stellen  unverändeit,  so  erhält  man  weitere 
n — 1  (oder  n)  Stellen  der  Wurzel,  wenn  man  den  ohne  die  neue 
Klasse  vergröfserten  K«  st  durch  den  10.  Teil  des  nun  zu  bilden- 
den Divisor  einfach  mittelst  der  abgekürzten  Division  (s.  §.  43,  5) 
dividiert.     Z.  B. 

]/ 19"=  4,35889894.35 
16 

300:83 
249 


5100:865 
4325 

77500  :870g 
696H4 


783600:8716g 
697344 

8625600: 87176g        87176 


7845921  9 


Abgek.  Division :   779679:87178  (=871778:10) 
697424 

82255:87178 
78460 


3795:87i:f8 
3487 

308 :  87i:? 
2^2 


46 :  87. 

Um  die  Gröfse  des  bei  einer  solchen  Division  begangenen 
Fehlers  allgemein  zu  bestimmen,  mag  die  Wurzelbasis  =&,  der 
durch  das  wirkliche  Qu.ulratwurzelausziehen  berechnete  (erste)  Teil 
der  Wurzel  ^w,  der  n;ich  (Kmselben  erhaltene  Rest=/'  und  der 
Fehler  =/"  sein.     Da  der  Rest  r  durch  das  Doppelte  der  Wurzel 

(denn  so  grofs  ist  stets  der  Divisor)  dividiert  worden  ist  (==^"^"~)» 

so  hat  man  die  vorher  berechnete  Wurzel  rv  noch  um  diesen  Quo- 

tient  -       vermehrt.      Die    auf  diese    Weise   gefundene    Quadrat- 

Wurzel  ist  folo;lich  =w;-l-- — ^,  welcher  Ausdruck  die  wahre  Wurzel 
yb  und  den  Fehler /"  enthält. 
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Folglich  ist :  Y  b -{-  /"=  w  -\-  — — ;  beide  Seiten  quadriert : 

Da  nun  n;^-\-r  =  b  ist  [vergl.  64^  +  90,09  =  4186,09  im  Ab- 
schnitt h  unter  Y],  so  heben  sich  diese  Glieder  auf  beiden  Seiten 
und  es  ist: 

2y"^-/'+/-^=(^)',  folglich  2  y7./-<f  2^)',  s.§.  1,6; 

daher  auch  1rvf<\-^].     Mithin  ist  der  Fehler /"<  f-^^  j  :2w. 

Im  vorstehenden  Beispiele  für  yi9  ist 

4,35889  =  w,  0,0000779679=  Rest  r. 
Setzt  man  annähernd  r  =  0,000078,  2«;  =  2 -4,35  =  8,7,  so  ist  der 

f<  (-^^-^^^)':8,7,  d.  i.  /•<  0,000009^8,7 

oder  /•<  0,000000000081 : 8,7,  d.  i.  f<  0,000000000009 
und    folgUch    ist    die    berechnete    Wurzel    auf   11    Decimalstellen 
richtig. 

3.  Zusatz.  Um  beim  Quadratwurzelausziehen  aus  einer  auf 
n  Stellen  abgebrochenen  Decimalzahl  zu  bestimmen,  auf  wie 
viel  Stellen  die  Wurzel  richtig  sein  mufs,  hat  man  zu  berücksich- 
tigen, dafs  durch  die  ganze  Rechnung  hindurch  die  w'^  Stelle  (weil 
abgebrochen)  nicht  ganz  richtig  ist,  die  rechts  von  ihr  liegenden 
Stellen  mithin  falsch  sein  müssen. 

Es  sei  z.  B.  die  Basis  der  Wurzel  y  5,64973  ein  abgebroche- 
ner Decimalbruch. 

y5,|64|97|30  =  2,37692 
23^  =  5  29 


35  97:46^ 
32  69 

3  2830:474g 
2  84^6 

43  5400 :  4752g 

42  «'761 


*6390>:  47538., 

Hier  kann   nur  noch   annähernd   die   5.  Decimalstelle   (2)   der 
Wurzel   richtig  sein,    weil   in    allen  Zahlen   die  Stellen  rechts  von 
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den  hervorgehobenen  (senkrecht  unter  einander  stehenden)  Ziffern 
falsch  sein  müssen  und  mithin  auch  alle  Stellen  derjenigen  Zah- 
len, die  bei  fortgesetzter  Rechnung  auf  763900  folgen. 

4.  Zusatz.     Hat  man  yh=7v    auf  «   Stellen    bestimmt,    so 
erhält  man  die  y^  durch  Berechnung  des  Ausdrucks 


i(»+^) 


2 
auf  nahe  2n  Stellen  richtig. 

1.  Beispiel.      ]/0,0000731707317  =  0,00855. 

Da  hier  die  Wurzel  auf  3  Stellen  (855)  bestimmt  ist,  so  mufs 
man  sie  durch 

1  /^nAno-r    .     0,00007317073  ^j 
^(0,00805+        0,00855— j 

=  -^  (0,00855  -h  0,00855798)  =  0,008553990 

auf  etwa  6  Stellen  (855399)  richtig  erhalten. 
(Die  wahre  Wurzel  ist  hier  0,0085539892.) 

2.  Beispiel.     Es  sei  ]/ 19  vorläufig  auf  4  Stellen  =4,358  be- 
stimmt.    Folglich  erhält  man  auf  etwa  8  Stellen: 

y  19"= -|(4,358 -f  ^^)  =  y  (4,358  +  4,3597980  ..  .) 

=  ^•8,7177980  =  4,3588990 

(s.  1^19  im  vorstehenden  2.  Zusatz). 

Beweis.      Ist  '^ h'=rv   auf  n  Stellen   richtig   und   setzt  man 
den  genauem  Wert 

|/y=«;4-w (Y) 


so  ist  h  =  {rv  -\-u) 

h  =  w  -}-2tvu-\-u  . 

Vernachläfsigt  man  u  ,    so    erhält    man    die   Wurzel    auf  2  n 
Stellen  richtig,  weil  sich  u  auf  n  Stellen  bezieht.     Aus 

b  =  w  -\-1rvu  ergiebt  sich  aber 
2wM  =  h  —  TV    und  folglich 
h  — rv    h         rv 

^^   2w      2^~y* 

Damit  geht  Y  über  in 

y  b  =  TV-\-^ =       \rv-\ 

2w        2         2   \  TV 

21' 
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5.  Zusatz.     Ist  annähernd  yb  =  rv,  so  ist  sehr  genau 

8b 


n- 


n- 


(Formel  von  E.  Schurig). 


1.  Beispiel.     ]/¥  ist  nahe  =2|,  denn  1/5"=  2,230  .  .  . 
Folghch  ist  sehr  genau: 


]/r=f 


W-!) 


] 


1+1 

4^4 


8-5 


5-f 


243 


16 


3 -40 -4 


0,75  +  1,48606811 


4     '       323 

=  2,23606811. 
(Genau  ist  )/"5  =  2,23606798!) 

2.  Beispiel.      ]/l3  ist  nahe  =3,6,  denn  ]/T3'=  3,605 
Folglich  ist  sehr  grenau: 


Vis" 


3,6 
3 


1-f 


8-  13 


1,2 


l,2-8-13 


13 +  3. 3,6'' J        '     '       51,88 
=  1,2  +  2,4055512722  =  3,6055512722. 
(Genau  ist    yT3  =  3,6055512755!) 

3.  Beispiel.      ]/l01?     Nimmt  man  als  annähernden  (hier  er- 
heblich abweichenden)  Wert:  10,  so  ergiebt  sich: 


f/lOl 


"['+ 


8-101 


10        10 
3   "^    3  ■" 
-6,7165420 


8-101 
401 


101+3-10' 
=  3i  +  6y\Vj  =  3,3333333 
=  10,0498753. 
(Genau  ist  y'T(Jr=  10,0498756!) 

2.  Quadratwurzelausziehen  aus  mehrgliederigen 
Buchstaben  ausdrücken. 

Die  Basis  ist  zunächst  streng  nach  ab-  oder  aufsteigenden 
Potenzen  der  Hau])tgröfse  anzuordnen.  Das  1  Glied  der  Wurzel 
ist  die  y  aus  dem  1.  Gliede  der  Basis.  Das  Quadrat  dieses 
1.  Gliedes  der  Wurzel  ist  vom  1.  Gliede  der  Basis  abzuziehen  und 
der  Rest  wie  bei  der  Partialdivision  durch  das  Doppelte  der  Wurzel 
zu  dividieren,  um  das  2  Glied  der  Wuizel  zu  erlialten.  Hierauf 
ist  von  jenem  Reste  das  Produkt  aus  dem  Divisor  und  dem  neuen 
Gliede,  aufserdem  aber  das  Quadrat  des  neuen  Gliedes  abzuziehen. 
In  der  Folge  erhält  man  jedesmal  ein  neues  Glied,  wenn  man  den 
Rest  durch  das  Doppelte  der  Wurzel  (also  das  1.  Glied  des  Restes 
durch  das   1.  Glied  der  doppelten  AVurzel)  dividiert.     Das  Produkt 
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aufserdem  das  Quadrat  des  neuen  Gliedes  [b)  abgezogen,  so  hat 
man  a  -{- 2  ab -{- b^  =  {a -{- b)  subtrahiert  und  mithin  ist  a  -\-b  die 
Wurzel. 

Ist  yb=iv  schon  auf  beliebig  viele  Glieder  berechnet,   und 
ist  das  neue  Glied  =x,  so  ist  also 

y  b  =  ?v-\-  X,  daher 

b==w  -{-2fvx-\-x  ,  oder 
b  —  rv  =^2tvx  -{-X  . 
Hier   stellt   die  linke  Seite,   weil  das  Quadrat  der  bisherigen 
Wurzel  (d.  i.  rv^)   von   der  Basis  b  subtrahiert  ist,    den  Rest  vor 

Nun  ist  zunächst  ,  2      «  ,  • 

b  —  rv  =2tvx,  d.  1. 

b  —  rv 

x= — . 

2rv 

Das   neue   Glied  x  findet   man   mithin   stets,    wenn   man  den 
Rest  durch  das  Doppelte  der  Wurzel  dividiert.     Da  nun 

{rv-\-x)  =rv  -{-  2rvx  -\- X 

von  der  gegeben  Basis  zu  subtrahieren  ist,  rv  aber  schon  vor  Be- 
stimmung des  neuen  Gliedes  x  subtrahiert  war,  so  ist  nur  noch 
2rvx-\-x^,  d.  i.  „das  Doppelte  der  Wurzel  X  neues  Glied  -j-  (neues 
Glied)^"  zu  subtrahieren. 


2.  Beispiel.     Vi^x* -^Sib^ -  \2ßbx^?     Geordnet: 
1/49/— 1266a:' +  81  fe^=7a;^—9ö 


A9x^ 


—  \2Qbx^-^S\b^  :   \Ax^=  —  9b 

—  i26bx-\-8\b^=lAx\—  96)4-(— 9*f 


0. 

Geht  die  Wurzel  aus  dem  1.  Gliede  der  Basis  nicht  auf,  so 
ist  es  vorzuziehen,  durch  Ausheben  das  1.  Glied  in  1  zu  ver- 
wandeln : 


3.  Beispiel.      1/ 2a  — 6«'  +  -^— 7a'?    Dafür: 


l/-( 


1— 3a-l- 


c      3  -     3 

ba  la 


=  y2a.    /  1  — 3a-f 


ba         la 
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4,  Beispiel. 


1.3  -    u^ 

0  Db 


'^     ^  ^2  8   ^  16         128 


1 

b  :  2 
& 


&  :  2 

2 


4 


2H-& 


1,2  73  ,4 

4  8~"*~"64 

+  "8—  04  =2  +  ^-- T 
b'    .     b'         b'         b' 


+  T^-^  + 


16        64    '    256 


5&'    .     &'  &'       .   .  ,        &V    &' 


+  ^-17^=2  +  ?. -  +  - 


64         64         256   '      '  4 

u.  s.  w. 

Dasselbe  würde  man  durch  den  binomischen  Lehrsatz  erhalten 


1 


haben,  denn  "K 1  +&  =  (1  +  &)^   verwandelt    sich    nach    §.  62,  7, 


1 
1.  Zus.  mit  w  =  —  in 


.       141-x 


(1+^,)"==!+^ 


1     ,    .     2     V2 


2  IX         \^  'j.2 


i(i-')(l 


2-3 


&^+.. 


,    ,     1     ,    ,      2  V       2  i   ^2  ,     2  l      2  j  l       2/^3 

^  +  T'*  + 2 ^+ 2T3 ^ 

1  /       1  \  /       3  \  /       5 


.    2  V    2  y  V    2  y  V    2  /  ,4  , 
+ 2T3T4 *  +•••• 

_ij_1ä  1        2  1-3        3  1-3-5        ^ 

-1+2  2^2  ^  +  2^2-3   *-  2^2.3.4   * 

,        1-3. 5-7        .5 

b  —  .... 


2'  •  2  •  3  •  4  •  5 
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(Vorstehender  Ausdruck  zeigt  in  sehr  übersichtlicher  Weise 
das  Gesetz  der  Coefficienten).     Es  ist  also: 


l/VJUr      1  J_  *         h'         V         ob 


Ib' 


21  &' 


256 


1024 


Nimmt  man  hier  b  negativ  oder  benutzt  man  §.  62,  7,  2.  Zus., 
so  erhält  man: 


dSb'' 


2048 


16 


•  .  .  (B) 


bb' 


128 


21' 

256 


2U)2 
1024 


Mittelst  dieser  Formeln  kann  man  unmittelbar  die  Wurzel  aus 
einem  Polynom  finden.     So  ist  (s.  oben  das  3.  Beisp.): 


1  — 3«-|- 


5   2 
a 


-,     3 

/  a 


1—3« 


5     z 
a 


1       o 

1  a 


4  2  i/  V  4  2 

Dies  aber  ist,  wenn  man  in  B  an  die  Stelle  von  b  den  Ausdruck 


3a 


5i 
a 


1  a 


2 


l-y(3« 


setzt: 


5« 


-     3 

/  a 


4-    3a 


5a 


la' 


-T^l^« 


5a 


Behält  man   hiervon  nur  die  Glieder  bis  a  und  vernachlässigt 
die  höheren  Potenzen,  so  ergiebt  sich: 


1 


3a 

5a 

7a' 

2     ' 

8 

4 

3  a 

-      2 

oa 

7  a" 

2 

8 

4 

9  a 

1     1 5  ä' 

8 

'       16 
27  a' 

16 

3a 

a' 

-      3 
i>0 

2 

2 

2        "  " 

1 


9a 


\ba 


1 
16 


27  a' 


(wie  oben  im  3.  Beisp.). 
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Ferner  lassen  sich  die  Formeln  A  und  B  zur  schnellen  Be- 
rechnung der  y  aus  speciellen  Zahlen  benutzen,  wenn  man  zuvor 
einen  Wert  sucht,  welcher  der  zu  bestimmenden  Wurzel  nahe 
genug  liegt. 

Beispiel.     Es  ist  y  3=  1,73  ....     Annähernd  ist  also 

1/3  =  —-,  oder  nahe  3  =  — tt- 
4  10 

Um  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  der  linken  gleich  zu  machen, 
sei  3  =  ^j-^  -|-  X,   woraus  sich  x  =  d ^-^  == ^-^    ergiebt.      Es 


16 
wird  nun  3 


16 


16 


49  _  49 

16  '^'^~  16 


16 


und 


1 

Mit  b  =  -TTT  ergiebt  sich  jetzt  aus  B : 


1 

49 


49 


^  4  1    2  49   8  \49/    16  V  49  7 

128  V49  y         J 


=ii 


8-7 
1 


32-7' 


64-7' 


512-7' 


1 


1 


4.(2-7) 

1_  Jl_ 
4  '  14 
1,0000  :  14 


=  1,75 ^•^  — 


4-(2.7r 
1   1 


14 
1 


14 

_1 
14^ 

1 
14 


=  0,071428571 

0,005102041 

-  =  0,000364431 

0,000026031 

g  =0,000001859 

0,000000133 

=  0,000000009 


14 
14 
14 
14 
14 
14 


4  14^ 


2-(2-7f 

_J_  _1^ 

2  '  14' 

1   1 


4-(2-7)' 
5   1 


14 
1 


4  14^ 
=  0,017857143 


14 
1 


14 
1 


g  =0,000091108 
^  =0,000000903 


14 


-=0,000000011 


}/3  =  1,75 —  0,017949192 
oder  Yd  =  1,732050808. 
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§.71.     Ausziehen  der  Kubikwurzel. 

1.     Aus  speciellen  Zahlen. 

Das  Verfahren  ist  in  den  nachstehenden  Abschnitten  a  bis  g 
enthalten. 

a.  Die  Basis  ist  in  Klassen  von  je  3  Ziffern  abzuteilen.  (Vergl. 
§.  70,  I). 

b.  Jede  Klasse  giebt  eine  Stelle  in  der  Wurzel. 

c.  Aus  der  ersten,  Einheiten  enthaltenden  Klasse  ist  mittelst 
der  nachstehenden  Tafel  die  Kubikwurzel  zu  ziehen. 


n=   1  1  1  8 

27  1  64  1  125 

216  343 

512 

729 

3        1     1 

]/n=  1  1  1  2 

3   4   5 

6   7 

8 

9 

Beispiel.     yo,()()Oü9576  =y0,|000|095|760 

3 3 

}/64  =  4,   ]/T25'=5. 


0,    0 


weil 


d.  Der  Kubus  der  durch  Abschnitt  c  bestimmten  Wurzel  ist 
von  der  betr.  Klasse  zu  subtrahieren  und  dem  Reste  die  folgende 
Erlasse  hinzufügen. 

3  

Beispiel.     ]/0, 000  0951760  =  0,04 
4^  =  64 


31  760. 

e.  Annähernd  findet  man  stets  eine  neue  Stelle  der  Wurzel, 
wenn  man  die  durch  Abschnitt  d  erhaltene  Zahl  (vergröfserten  Rest) 
ohne  die  beiden  letzten  Stellen  durch  das  3fache  Quadrat  der  bis 
dahin  gefundenen  Wurzel  dividiert.  In  bezug  auf  das  letzte  Bei- 
spiel  würde  also  die  neue  Stelle 

317ß0:  (3-4^  =  317  :  48  =  6  sein. 

Bei  Bestimmung  der  2.  und  wohl  auch  der  3.  Stelle  der  Wurzel 
kann  man  noch  weit  leichter  einen  zu  grofsen  Quotient  annehmen, 
als  es  bei  der  Quadratwurzel  der  Fall  war.  Durch  die  nach  Ab- 
schnitt f  mit  diesem  Quotient  vorzunehmenden  Rechnungen  erkennt 
man  jedoch,  ob  derselbe  zu  grofs  ist. 

Anmerkung.  Weiter  unten  im  Abschnitt  g  lernen  wir  ein 
weit  einfacheres  Bilden   des  jedesmaligen  Divisor  kennen. 

f    Man  bestimmt  nun  die  folgenden  3  Zahlen : 
1)  das  3fache  Quadrat  der  frühern  Wurzel  (=  dem  so  eben 
benutzten  Divisor); 
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2)  das  3fache  Produkt  aus  der  frühern  Wurzel  und  der  neuen 
Stelle; 

3)  das  Quadrat  der  neueu  Stelle. 

Diese  3  Zahlen  addiert  man,  nachdem  jede  nachfolgende  Zahl 
1  Stelle  nach  rechts  ausgerückt  worden  ist,  multipliciert  die  Summe 
mit  der  neuen  Stelle  und  subtrahiert  das  Produkt  von  dem  in 
Abschnitt  d  vergröfserten  Reste.  Dem  neuen  Reste  fügt  man  die 
folgende  Klasse  hinzu  und  wiederholt  event.  die  Operationen  der 
Abschnitte  e  und  f. 

Beispiel. 


y0,0ü0|095|760 
64 

=  0,0457 

503  . 

31760; 

317:(3 

3.4^  = 

3-4-5  = 

•40  = 
=  48 
-    60 

=  317 

48  —  5  ( 

s.  u.  die 

A 

27  125 

5^  = 

25 

5 

5425- 

4  635000;  46350:  (3 

•450 

=  46350 

6075  = 

7 

3.45^  =  6075 
3.45.7=     945 

7^=  49 


4  318993= 616999-7 


316007000;  3160070 : (3 • 457^ 

=  3160070:626547  =  5 


3.457^  =  626547 


457-5=        6855     i  (W) 


)'=  25 


f 


313616375= 62723275-5 


2390625000;  23906250 : (3 -4575") 

=  23906250:62791875  =  0 (Y) 

0  =  der  Summe  der  3  Zahlen  X  0 


2390625000000;  23906250000 : (3  -  45750^ 
=  3. 

Anmerkung.     Als   2.  Stelle   der  Wurzel  würde   317:48  =  6 
zu  grofs  sein ,  weil  0.42        .^ 

3.4-6=    72 
6^=      36 


o^-f/?/^       L.    1-    .  1       1  5556-6  =  33336  nicht  von 

317d0  subtrahiert  werden  kann. 
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g.  Das  Bilden  des  Divisor  wird  sehr  beschwerlich,  wenn  schon 
etliche  Stellen  der  Wurzel  gefunden  sind. 

Man  erhält  denselben  einfacher  dadurch,  dafs  man  von  den 
vorher  berechneten  3  Zahlen  die  1.  unverändert  läfst,  die  2.  mit  2, 
die  3.  mit  3  multipliciert  und  sie  dann  in  derselben  Stellung  (immer 
um  1   Stelle  ausgerückt)  addiert. 

Im  letzten  Beispiele  erhält  man  daher  den  Divisor  Y  aus  den 
3  Zahlen  W  in  loigender  Weise: 

626547 
6855-2=      13710 
25-3=  75 


62791875  der  neue  Divisor. 


2.  Beispiel     1/244700  = 

3 

]/244|700,|000  =  62,5447 
6' =  216 


28  700;  287:  (3 -6')  =287:  108  =  2 

108 
72 
12 


3.6"  =  108 
3.6-2=      36 
2'=  4 


22  328= 11164-2 


6  372  000;    63720  :  (3 -62') 


11532  der  folgende  Dsr. 
63720:11532  =  5 


3.62"=  11532 
3-62-5=        930 
5'  =  25 


5  812  625= 1162525-5 


559  375000 ;  5593750:1171875  =  4 

3-625'=1171875 
3.625-4=    7500 
4'=       16 


469  050064  = 117262516-4 


11532 

1860 
75 

1171875  der  fol- 
gende Dsr. 

1171875 
15000 

48_ 

117337548   der 
folfrende  Dsr. 


90  324936000:117337548  =  7 

u.  s.  w. 

h.     Beweis  für  die  Richtigkeit  des  Verfahrens. 
Das  Abteilen  der  Basis   nach  Klassen   von  je  3  Stellen  folgt 
aus  §.  57  (9,  3.  Zus.  und  16,  8.  Zus.). 

Die  Rechnungsoperationen  aber  ergeben  sich  aus  der  Formel: 
(a  +  hf  =  a'  +  3  a'  &  +  3  ab'  -\-  h\ 


334:  §•  ^l-     Ausziehen  der  Kubikwurzel. 

3 

Soll  z.  B.  |/ 244700  berechnet  werden  (s.  vorstehendes  Beisp.), 
so  mufs  nach  jenen  Sätzen  in  §.  57  die  Wurzel  2  stellig  sein. 

Sind  daher  die  Zehner  der  Wurzel  =2,  so  müfste  {z  Zehner) 
der  Wurzelbasis  möglichst  nahe  kommen.     Aus 

(lOzf  =  244700,  d.  i. 
10002^  =  244700  aber  folgt 

c^  =  244  und  folglich  z  =  6. 


In   y  244700  sind  also  6  Zehner  (=  60)  enhalten.     Setzt  man 
die  noch  zu  bestimmenden  Einer  =e,  so  ist: 

3 

y244700  =  60  4-e,  oder 
(60 -f  6)^  =  244700. 

Nach  §.  62,  4  verwandelt  sich  die  vorstehende  Gleichung  in 
2 1 6000  +  3  •  60^  •  e  H-  3  •  60  •  e^  +  e^  =  244700 ,  folglich 
3  •  60'  •  e  +  3  •  60 .  e  +  e^  =  28700. 

Hier  ist  3  •  60^  •  e  weit  gröfser  als  die  beiden  folgenden  Glieder 
und  folglich  ist  annähernd: 

3.6(/.e  =  28700  oder 
_  28700   _    287   ^  287  ^ 

"~  3-60^  ~~  3-6^  ~  1^8  ~~- 
(Die  Operationen  vergleiche  stets  mit  dem  2.  Beispiele!) 

Es  geht  nun  3  •  60^  •  ^  -|-  3  •  60  •  e^  +  e\  welche  Summe  der  Zahl 
28700  gleich  sein  soll,  über  in 

3-60^-eH-3-60-2^+2^ 

=  (3-60'-|-  3-60-2 +  2').  2 

oder  3.60^=108.  . 

3-60-2=     36. 

'2^=         4 


22328=11164-2  (wie  oben  im  2.  Beisp.) 

Setzt  man  ferner,  um  den  Divisor  in  einfacherer  Weise  zu 
erhalten  (s.  Abschnitt  g),  die  bis  dahin  erhaltene  Wurzel  lOx-j-y, 
80  ist  der  neue  Divisor 

=  3  - (lOx  H- 2/)^=  3 -a:^ •  100  4- 3.ry - 10  •  2  +  / •  3. 
Es  ist  aber  ^x    der   vorhergehende  Divisor,   also   die    erste  jener 
3  Zahlen,  3xy  die  zweite  und  y    die  dritte  derselben. 

1.  Zusatz  Von  Vorteil  ist  es,  zuerst  sogleich  den  bekannten 
Kubus  einer  mehrstelligen  Zahl  zu  subtrahieren. 
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3  

Beispiel.     |/^^  =yo,|UuOl454!545j4  .  .  . 

Da  die  Wurzel  offenbar  0,07  .  .  .  sein  niufs,  so  kann  man  in 
der  Kubikzahlentaiel  aus  den  Zahlen  von  700  bis  799  diejenige 
heraussuchen,  deren  Kubus  der  Zahl  454j545|454  am  nächsten 
kommt.     Man  findet: 

3 

]/0,000|454|545j454  =  0,076888 
768^=452  984  832 


1  560  62254d :  (3  •  768^  oder)  1 769472  =  8 


3.768'=  1769472 
3.768-8=   18432 
8'=      64 


1  417052672= 177131584-8 


1435698734M:  177316032  =  8. 

2.  Zusatz.  Hat  man  etliche  Stellen  und  zwar  n  Stellen  der 
Wurzel  berechnet,  so  erhält  man  weitere  w — l  (oder  n)  Stellen 
der  Wurzel,  wenn  man  zunächst  von  dem  ohne  die  neue  Klasse 
vergröfserten  Reste  nur  die  ersten  n  Stellen  beibehält.  Ist  dieser 
Rest  hierdurch  um  r  Stellen  verkürzt  worden,  so  hat  man  von  dem 
nun  zu  bildenden  Divisor  die  r  -\-  1  letzten  Stellen  abzuschneiden 
und  jene  Zahl  durcli  die  letztere  mittelst  der  abgekürzten  Division 
(s.  §.  43,  5j  zu  dividieren. 


Beispiel.     l/o,00000308795  = 

3 

1/0,000  003|087  950  =  0,01 4562 
1^=1 


2  087:  (3-1^  oder)  3  =  4 


3- 
3-1 

1^  = 
-4  = 

^3 
=  12 

A'  = 

=    16 

1744 

=  . 

'588  = 

.436-4 

343  9^0: 

=  5 

3-14''  = 
3-14-5= 

=  588 
=   210 

-2 
0    = 

=        25 

3 

24 

48 

588  der  folgende  Dar. 


588 
420 
75 


304  625  =  .  .  .  60925  -  5        ^^^^^  der  folgende 

Dsr. 


39  325  000:63075=6 
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39325000:63075  =  6  (wiederholt!) 

3.145^  =  63075                 63075 
3.145.6=     2610                   5220 
6^=  36 ^ 


38001816= 6333636-6        6359808  der  folgende 

Dsr. 


1323184000:6359808  =  2 


3. 1456' =  6359808      6359808 
3.1456-2=    8736        17472 
2'=       4    


12 


1272136328= 636068164-2 


51047672. 


636155532  der 
folgende  Dsr. 


Da  jetzt  5  (=w)  Stellen,  nämlich  14562,  berechnet  sind,  so 
hat  man  vom  Reste  (w==)  5  Stellen,  also  51048,  als  Dividend  für 
die  abgekürzte  Division  beizubehalten.  Hierdurch  ist  dieser  Rest 
um  die  Stellen  672,  also  um  (/■=)  3  Stellen,  verkürzt  worden  und 
mithin  hat  man  vom  neuen  Divisor  636155532  {r -{- 1  =)  4  Stellen 
abzuschneiden,  daher  63616  als  Divisor  für  die  nachstehende  ab- 
orekürzte  Division  zu  benutzen. 

51048:63616  =  0 


51048:6361)8  =  08 
50893 


1 55  :  636i@  =  080 


155:630^0  =  0802 
127 

28:630  =  08024. 

Diese    Stellen    08024    sind   jenen    zuerst    erhaltenen    0,014562 
hinzuzufügen  und  folglich  ist: 

3 

]/0, 00000308795  =  0,01456208024. 

(Der  wahre  Wert  ist  0,0145620802429 ) 

3 

3.  Zusatz.     Hat  man    y  h^n  auf  m  Stellen  bestimmt,  so  er- 
hält man  die  Wurzel  durch  -— ( — ^^^^WM    auf   nahe    2n   Stellen 

richtig.     Es  sei  z.  B. 

3 

]/3j4 15926536=  1,464 
berechnet,  so  ist  die  vollständigere  Wurzel: 
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1  /  3,1415926536  ,  „  ,  ,^,\   1  /  3,1415926536 


1,464^ 


■f  2-1,464] 


2,143296 
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-f-  2,928 


=  ^  (1,465776  +  2,928)  =  4 '  4,393776 

=  1,464592. 
(Der  wahre  Wert  ist  1,46459188 ) 

3 

Beweis.     Ist  yb==?v   auf  n  Stellen  richtig   und   setzt  man 
den  genauem  Wert: 

3 

yb=^n>-{-u, 

so  ist  b  =  rv'  -^-dw"  u-\-3?vu  +w^ 

Vernachlässigt  man  w"  und  u  ,  so  ist  die  Wurzel  nur  auf  2n 
Stellen  richtig,  weil  sich  u  auf  n  Stellen  bezieht.     Aus 

w  -{-dw' u=b  ergiebt  sich 

3 

0  —  n 
u- 


b  ~  Tv"  b  w      p  ,  ,.  ,    . 

^^= ^ —  ,  tolglich  ist 

3w  3w        *> 


y  b  =  w  -{-u- 


2w 


3-i 


3w 


4.  Zusatz.     Ist  y b  annähernd  =w,  so  ist  sehr  genau: 

3 


y-b= 


n- 


36 


Irv  ^b  J 


.     (Formel  von  Schurig.) 


1.  Beispiel.      ]/2=  1,259  .  .  .,  folglich  annähernd 


T/2  =  H=|-. 


Mithin  ist  sehr  genau: 


^_  i 


y2-= 


i-f 


(i)v.]~^h^V^l 


8  L  ^125 


2 

192 


125  +  64  J       8'^^^ 
=  1,2599206. 
(Der  wahre  Wert  ist  1,25992105.) 

Scharig,  Lehrbuch  der  Arithmetik.     II.  Teil. 


16 


2,0158730 


22 
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2.  Beispiel.      y296  =  6,6644  ..  .,  folglich  annähernd 


Mithin  ist  sehr  genau 
20 
3 


y29& 


2 

10 


-f<' 


[ 


20 

3 


1  + 


y296  =  6|  =  ^. 


1-f- 


1  + 


3-296 


2.(1»-)  +296 
3-296 


1 


2.^+296 

3-37  ' 

2.i^  +  37 

3-37-27 


J 


2 -1000 +  37- 27  J 
^  10  5996  _  59960 
3  '  2999  ~  8997 
=  6,66444370346. 

3  

(Der  wahre  Wert  ist  }/296'=  6,66444370329!; 


2.  Kubikwurzel  aus  mehrgliederigen  Buchstaben- 
ausdrücken. 

Nachdem  das  Polynom  richtig  angeordnet  ist,  bestimmt  man 
aus  dem  1.  Güede  die  3.  Wurzel  und  zieht  den  Kubus  derselben 
von  jenem  1.  Gliede  ab.  Um  das  2.  Glied  zu  finden,  ist  der  Rest 
(resp.  das  1.  Ghed  desselben)  durch  das  dreifache  Quadrat  der 
AVurzel  zu  dividieren.  Sind  schon  beliebig  viele  Glieder  der  Wurzel 
berechnet,  so  findet  man  stets  ein  neues  Glied,  wenn  man  den 
Rest  (resp.  das  1.  Glied  desselben)  durch  das  dreifache  Quadrat 
der  bisherigen  Wurzel  (resp.  durch  das  1.  Ghed  dieses  dreifachen 
Quadrats)  dividiert.  Hierauf  muhiplicicrt  man  den  ganzen  Divisor 
mit  dem  neuen  Gliede,  fügt  dem  Produkte  noch  das  dreifache 
Produkt  aus  der  frühern  Wurzel  und  dem  Quadrat  des  neuen 
Gliedes,  sowie  den  Kubus  des  neuen  Gliedes  hinzu  und  zieht 
diese  Summe  von  Gliedern  von  jenem  Reste  ab.  Auf  gleiche 
Weise  findet  man  aus  dem  neuen  Reste  das  folgende  Glied  der 
Wurzel. 
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yi-\^b  =  i± 


bb' 


\0b' 


9   —   81 


154** 


6561 

3 


243 

(Z) 


22  r 
729 


1.  Anwendung.  Die  y  aus  mehrgliederigen  Buchstaben-Aus- 
drucken kann  mittelst  dieser  Formel  unmittelbar  gefunden  werden. 

3  

Ist  z.B.   yba  —  dd-\-Ae  gegeben,  so  setze  dies 

'        \         ba        b  a  J  '  Lba        baJ 


und  substituiere  in  Z  für  b  den  Ausdruck  -: 


3  c? 


5  a 


4g 
5  a 


2.  Anwendung.     Es  ist  y296  =  6,664  .  .  .  .,  folglich  ist  an- 


nähernd y296  =  8-|  oder  annähernd  296  = 


20 


Setzt  man 


296={^)  +x, 


so  ergiebt  sich  hieraus: 


a;  =  296-^  =  296-296A  =  -^ 


Folfflich  ist 


y296  = 


27 


20 


27    V20 


-)•] 


=i^l/i L_ 

3    r  1000 


Nach  Formel  Z  erhält  man  mit  b  = 
Zeichen : 

3  

1 

9  ■ 
10 


1 


V 


1000  3      1000 


1000 
1 


und   dem   untern 


1000/         81  V  1000 
1     ^* 


0,001 


243  V  1000 
0,000001        5-0,000000001 


3 


9  81 

10-0,000000000001 
243 
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=  1  —  0,000333333333333  —  0,0000001 11111111 
—  0,000000000061728  —  0,000000000000041 

=  1—0,000333444506213 
=  0,999666555493787. 

Nun  ist  y 296  =  -^  ■  0,999666555493787  =  6,66444370329191. 


§.  72.     Höhere  Wurzeln. 

1.  Ausziehen  der  4,  Wurzel. 

4 

Die  Berechnung  der  y  würde  mit  der  Formel 

{a  ^  bt  =  a  +  ia  b  -]-  Qa  b^  +  i  ab^  -\-b^ 

sehr  unbequem  werden,  daher  benutzt  man  lieber  y=  r  V  (siehe 
§.  69,  21). 

Beispiel. 

|/y  =  I  /  yl-  =  1^1/0,14285714...=  y0,377964473 
=  0,614791. 

2.  Die  5.  Wurzel. 

Das  Ausziehen  der  5.,  wie  jeder  andern  Wurzel  aus  spe- 
ciellen  Zahlen  ist  mit  Logarithmen  (s.  §.  73)  eine  ungemein  einfache 
Rechnung.     Ohne   Logarithmen    kann    die   5.  Wurzel   nur  mittelst 

der  Formel  {a-^bf  =  a°-hbab+10ab^-\-lOab'^^bab^-i-b^ 
berechnet  werden.  Das  ziemlich  zusammengesetzte  Verfahren  ist 
folgendes : 

Zunächst  ist  die  Basis  vom  Komma  an  in  Klassen  von  je 
5  Ziffern  abzuteilen. 


n  = 

i  1 

32 

243  1024  3125 

7776,16807 

32768 ! 59049 

5 

]/n  = 

1 

2 

3    4    5 

6    7 

8     9 

Aus    der    1.  Klasse    ist    mittelst    der   vorstehenden    Tafel    die 

5 

y  zu  ziehen,  die  5.  Potenz  der  Wurzel  von  der  betr.  Klasse  zu 
subtrahieren  und  an  den  Rest  die  folgende  Klasse  zu  hängen.  Die 
neue  Stelle  erhält  man  jetzt,  sowie  auch  in  jedem  spätem  Stadium, 
aus  dem  um  die  neue  Klasse  vergröfserten  Reste,  wenn  man  den- 
selben um  4  Stellen  verkürzt  und  durch  das  öfache  Biquadrat  der 
bisherigen  Wurzel  dividiert.  Die  alsdann  abzuziehende  Zahl  be- 
stimmt man  in  fol<render  Weise: 
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Das  Quadrat  der  jetzt  bekannten,  die  neue  Stelle  schon  ent- 
haltenden Wurzel  vermindert  man  um  das  Produkt  aus  den  Zeh- 
nern dieser  Wurzel  und  der  neuen  Stelle.  (Unter  „Zehner  der 
Wurzel"  ist  z  B.  640  zu  verstehen,  wenn  die  Wurzel  643  ist.) 
Den  Rest  multipliciert  man  mit  5,  mit  den  Zehnern  der  Wurzel 
und  mit  der  ganzen  Wurzel.  Dieses  Produkt  vermehrt  man  um 
die  4.  Potenz  der  neuen  Stelle  und  multipliciert  die  Summe  mit  der 
neuen  Stelle.  Die  erhaltene  Zahl  ist  von  jenem  Reste  zu  subtra- 
hieren und  das  Verfahren  eventuell  zu  v^^iederholen. 

Beispiel, 

]/l0991|446S6|l  1443  =  643 

6^=7776 

321544686;  32154:  (5-60  =  32154  :  6480  =  4. 

64^  =  4096  (64  ist  die  bisherige  Wurzel) 
60  •  4  =   240  subtr. 

3856- 5 -60 -64 
d.i.    3856-19200 
34704 
7712 


74035200 

256  =  4*  addiert 


296141824= 74035456-4 


2540286211443;     254028621  :  (5 -64*) 

=  254028621 :  83886080  =  3 


643  =413449 
640  -  3  =      1920  subtr. 

411529-5-640-643 
d.  i.  411529-2057600 
=  846762070400 

81  =  3' 

2540286211443= 846762070481-3 


0. 


3.     V  =  VV  oder  =VV   (s.  §.  69,  21). 
Beispiel. 

■)/2'=)/>/2"=]/l,2599210499=  1,122462. 
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7  ,  ^  , 

4.  Y  kann    wieder   nur   mit    dem    aus    {a  +  b)     abgeleiteten 
8  sfliederio;en  Ausdrucke  berechnet  werden. 

5.  V=y    \  V ■)  ^Iso  durch  Smahges  Quadratwurzelausziehen. 


^^^^P^^^-    VlTW- 


Zuerst  )/^j^  =  >/0, 000073 17073  .  .  .  =  0,0085539892, 

dann      ]/o,  0085539892  =  0,092486778, 
endlich    ]/o,092486778  =  0,304116319. 

6.     /  =  }//; 


V=\j    VV  oder  =  1^  yY  oder  ^^VY; 

v=\/Vyf- 

§.  73.     Logarithmen. 

Die  Kenntnis  der  in  den  §§.  16  und  17  gegebenen  Entwicke- 
lung  der  7.  und  letzten  Species,  des  Logarithmierens,  und  der 
unmittelbar  damit  verbundenen  Begriffe  und  Ausdrücke  mufs  zu- 
nächst vorausgesetzt  werden,  wenn  die  in  den  nachfolgenden  Sätzen 
enthaltenen  weiteren  Ausführungen  und  die  aus  denselben  ent- 
springenden Anwendungen  verstanden  werden  sollen. 

Aus  jenen  §§.  mag  hier  nur  wiederholt  werden: 

"'lg  b  =  c  entstanden  aus  a'  =  b. 

00       00        aj 

I   i    a 

•^        bO 

o 

1.  Offenbar  kann  die  (reelle  und  positive)  Basis  des  Loga- 
rithmus nur  eine  bestimmte  Zahl  sein,  wenn  Numerus  und  Loga- 
rithmus gegeben  sind.  So  kann  z.  B.  für  den  Numerus  1000  und 
Logarithmus  3  nur  10  die  Basis  sein,  weil  nur  10=1000  und 
folglich  auch  nur  '  lg  1 000  =  3  sein  kann. 
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Ist  /^32  =  5  gegeben,  so  ist  die  Basis  offenbar  2,  weil  nur 
2  =32  ist  und  darum  raufs  jene  gegebene  Gleichung  vollständig 
/^  32  =  5  helfsen. 

Zu  einem  gegebenen  Numerus  und  Logarithmus  wird  sich  also 
immer  eine  Basis  finden  lassen,  die  der  betreffenden  logarithmischen 
Gleichung:  Genüge  leistet. 

Die  höheren  Teile  der  Mathematik  führen  unmittelbar  zu  der 
Gleichung: 

2  3  4  5 

7  n    ,     \               a      .     a          a      .     a 
lg^XJra)  =  a--~-\-  — ^  +  — _...., 

wo  also  \  -\-  a  der  Numerus ,  die  durch  die  Reihe 

2  3 

a     ,     a 

"--¥  +  -¥ 

ausgedrückte  Zahl  der  Logarithmus  ist.  Bei  der  Entwickelung 
dieser  Formel  (Reihe)  ist  nun  zwar  die  Basis  des  Logarithmus 
nicht  bekannt,  aber  im  Anschlufs  an  diese  Entwickelung  findet 
sich  auch  die  Basis,  die  freilich  keine  einfache  ganze  Zahl,  son- 
dern die  irrationale  Zahl  2,718281828459  ...  ist  und  die  man  mit 
e  abkürzt.     Es  ist  also: 

2  3 

2,71828,  f.    ,     \  a         a 

lg{\+a)  =  a 2~  "^  "3 

2  3 

oder   Ug{i-{-a)  =  a 2"'^~3 

Die  Logarithmen  dieser  Basis  nennt  man  natürliche  oder 
hyperbolische*)  und  kürzt  sie  mit  „lg  naf"  (d.i.  logarithmm  natu- 
ralis) oder  auch  nur  mit  „/. "  ab. 

Da  z.  B.   2,71828''^'"^^=  10000,  so  ist  (s-  §.  17) 
^'^^^^^/^  10000  =  9,21034 
und   weil    hier   die  Basis    des  Logarithmus   2,71828,    so   ist   dieser 
Logarithmus     der    natürliche.      Alan     schreibt     daher     die     letzte 
Gleichung: 

/^nön0000  =  9,21034  oder  /.  10000  =  9,21034. 
Jene  Reihe  läfst  sich  jetzt  auch  schreiben: 

2  14  5 

J.,/1l^               a          a          a      ,    a  .., 

lgnat[\+a)  =  a 2"  "^  "3 ^"^"5 ^^ 

Mittelst  derselben  lassen  sich  die  natürlichen  Logarithmen  ge- 
gebener Zahlen  unmittelbar  berechnen  Will  man  z.  B.  den  natür- 
lichen Logarithmus  von  1,1  wissen,  so  hat  man  a  =  0,l  zu  setzen 
und  es  erjjiebt  sich : 


*)  Mittelst  dieser  Logarithmen  berechnet  man  Teile  der  Hyperbel. 
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lgnat{{  -\-0,\)  =  0,\  -  ^  -^  ^ .  .  .  .,  oder 


lgnai\,\  =0,1 


2       '      3 
0,01    ,     0,001         0,0001 


2      '        3  4         ' 

=  0,1  —  0,005  H-  0,00033333  —  0,000025 

+  0,000002  —  0,00000017  4-  0,00000001 
=  0,10033534  —  0,005025 1 7 
/^nan,l  =  0,09531017. 

Der  11.  Satz  dieses  Paragraphen  wird  uns  zeigen,  dafs  man 
den  Logarithmus  eines  Numerus  für  jede  andere  Basis  (aufser 
2,71828  .  .  .)  berechnet,  indem  man  erst  den  natürUchen  Logarith- 
mus dieses  Numerus  sucht  und  diesen  dann  mit  einer  bestimmten, 
für  die  gegebene  Basis  unveränderlichen  Zahl  multipliciert.  So 
findet  man  den  Zehn -Logarithmus  eines  jeden  Numerus,  wenn 
man  den  natürlichen  Logarithmus  desselben  mit  0,43429448  mul- 
tipliciert    Es  ist  also  immer: 

^V^  w  =  0,43429448  •  lg  nat  n 
und  daher  auch  (s.  oben  A): 

^V^(l+a)  =  0,43429448(a-^  +  ~^--^+....) 

Mithin  ist  z.  B. 

^V^  1,1  =  0,43429448  •  0,09531017  =  0,0413927. 
Es  erklärt   sich  nun  auch  der  Ausdruck  „natürlicher"  Loga- 

2 

rithmus,  denn  die  Reihe  a — \- giebt    die    natüi'lichen 

Logarithmen  unmittelbar,  während  für  jede  andere  Basis  der  be- 
rechnete natürliche  Logarithmus  erst  noch  mit  einer  bestiiiunten 
Zahl  multipliciert  werden  mufs. 

Die  Logarithmen,  welche  die  Basis  2,71828  nicht  haben,  nennt 
man  künstliche  und  bezeichnet  sie  mit  lg  art  (d.i.  logarithmus 
arti/iciosus).  Zu  diesen  gehören  mithin  auch  die  Logarithmen  mit 
der  Basis  10  (die  dekadischen  Logarithmen). 

Die  Berechnunn;  der  dekadischen  Lofjarithmen  ist  demnach 
zwar  zusammengesetzter  als  die  der  natürlichen,  das  Rechnen  mit 
denselben  jedoch  weit  einfacher  und  bequemer  als  mit  den  natür- 
lichen oder  mit  anderen  künstlichen  Logarithmen,  weshalb  jene 
in  der  Praxis  auch  allein  im  Gebrauche  sind  und  darum  gemeine 
oder  vulgäre  genannt  werden. 

Die  dekadischen  Logarithmen  bezeichnet  man  nicht  mit  lg, 
sondern  einfach  mit  lg  (oder  auch  log)  und  zum  Unterschiede  von 
den  lg  nat  mit  lg  vulg  (=  logarithmus  vulgaris).     So  ist  z.  B. 


346  §•  ^^-     Logarithmen. 

^^10000  =  4  oder  Iff  vulg  \00Q0  =  4 , 
d.i.  "^/^  10000  =  4,    weil  10*=  10000  ist. 

2.  Die  Logarithmen  und  zwar  ursprünglich  die  natürlichen 
Logarithmen  sind  von  John  Neper  (eigentlich  Napier),  Baron  von 
Merchiston,  einem  Schottländer,  wahrscheinlich  um  das  Jahr  1610 
erfunden  worden.  Erst  im  Jahre  1614  trat  er  jedoch  mit  dem 
Werke  ^^Mirifici  logarithmorum  canonis  desc7iptio^  Edinburg,  4°"  an 
die  Öffentlichkeit.  Dasselbe  enthielt  die  natürlichen  Logarithmen 
der  Sinusse  und  Tangenten.  Henry  Briggs,  der  Freund  Napiers, 
erfand  die  dekadischen  Logarithmen  und  gab  im  Jahre  1618: 
^Logarithmorum  chilias  prima''  (auf  8  Decimalstellen)  heraus.  Hier- 
auf berechnete  er  mit  8  Gehilfen  die  dekadischen  Logarithmen  in 
gröfserem  Umfange.  Das  unter  dem  Titel:  ,^ Arithmetica ,  logarith- 
mica^  London,  1624"  von  ihm  herausgegebene  Werk  enthält  die 
gemeinen  Logarithmen  der  Zahlen  von  1  bis  20000  und  90000  bis 
100000  auf  14  Decimalstellen.  Erst  im  Jahre  1634  erschienen  die 
gemeinen  Logarithmen  aller  Zahlen  von  10000  bis  100000.  Briggs 
starb   1630  als  Professor  in  Oxford. 

Die  natürlichen  Logarithmen  werden  daher  auch  „nepersche", 
die  dekadischen  Logarithmen  „briggs'sche"  genannt. 

Um  die  Berechnung  der  Logarithmen  machten  sich  vorzüglich 
Vlacq,  Sharp,  Gardiner,  Prony  verdient. 

Ünabhängioc  von  den  enjjlischen  Erfindungen  und  schon  vor 
denselben  hat  der  Deutsche  Bürg  ein  künstliches  Logarithmen- 
system erfunden,  indem  er  die  Potenzen  der  Zahl  1,00001  berech- 
nete, so  dafs 

der  bürgsche  Logarithmus  von  2,718268238016472512  =  100000, 
„  „  „  „     10  =  230259,6606  ist. 

Das  von  ihm  herausgegebene  Werk  erschien  unter  dem  Titel: 
„Arithmetische  und  geometrische  Progrefs- Tabuin,  Prag  1620". 
Diese  Logarithmen  kommen  zwar  im  Princip  den  natürlichen  am 
nächsten,  aber  sie  würden  (wie  die  natürlichen)  Tafeln  von  un- 
geheurem Umfange  nötig  gemacht  haben. 

Die  zunächst  zu  entwickelnden  allgemeinen  logarithmischen 
Sätze,  welche  die  Grundlage  des  Rechnens  mit  I/Ogarithmen  bil- 
den, sollen  sich  auf  jede  nur  mögliche  Basis  beziehen,  da  es  jeden- 
falls rationeller  ist,  nicht  blofs  die  im  Gebrauche  befindlichen  Basen 
10  und  2,71828  ...  zu  berücksichtigen. 

3.  Da  '^lgh  =  c  aus  a=h  hervorgegangen  ist,  so  mufs 
^lgh  =  c  richtig  sein ,  wenn  es  a  =^h  ist.  Die  logarithmische 
Gleichung  ist  also  richtig,  wenn  die  logarithmische  Basis  mit  dem 
Logarithmus  potenziert  den  Numerus  giebt,  oder  wenn 

B"    Logarithmus         xT  w 

asis  =iNumerus 

ist.     (Beweisführung  der  logarithmischen  Sätze!) 
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In  der  Folge  mag  Basis,  Logarithmus  und  Numerus  mit  Bas., 
Log.,  Num.  abgekürzt  werden. 

Beispiele. 

^/^25  =  2,       weil  Bas.^°^- =  5'  =  25=Num. 


1 


/^^  =  4,  „  „       =[-j)  =^^-  =  Num. 


3,   1     .  /n      1 


—  7,       ,  r^.r>^  r.  r  -^3 


/<7(— 343)  =  3,  „  „       =(— 7r  =  — 343=Num. 

10,  1  -  10'^ — J—  ^ 

^  100000  —      ^'     "  "  i^      —  ^^5  —  iQyooO 

=  Num. 

4.  Ist  umgekehrt  '^lgh  =  c  richtig,  so  mufs  a  =h  sein. 
Ist  z.B.  'V^1000  =  3  richtig,  so  mufs  10^=1000  sein. 

5.  Gleiches  mit  Gleichem  logarithmiert  giebt  Gleiches. 

Ist  A^==B  (Voraussetzung) 
so  ist  auch  ^Ig A^^'^lg B  (Behauptung). 
Man  schreibt  auch: 

\    (Vorauss.) 

''lgA  =  "lgB  (Behaupt.) 

Beweis.     " lg  J=^"lgA  (s.  I.Axiom)  geht,  wenn  an  die  Stelle 

des  A  der  rechten  Seite    das   ihm    gleiche  B   (s.  Vorauss.)    gesetzt 

wird,  über  in  «/    ^      «/    n 

lg  A=  lg  B. 

I.Zusatz.     Ist  A^^B,    so   ist  also  auch      lg  A=    iQ  B^  d.i. 
lgA  =  lgB. 

2.  Zusatz.     Ist  A  =  B 

m 


\  =  n    ) 


so  ist  auch  "^Ig A==" lg B  (vergl.  §.  7,  9,  Zus.) 

3.  Zusatz.     Umkehrung: 

Ist  '^  lg  A  =  "lg  By  so  ist  A=B. 

4.  Zusatz.     Folglich  auch: 

Ist  lg  vulg  A=  lg  vulg  ß, 
80  ist     A=^B. 
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6.      lg}f=^c.     Der  Logarithmus   einer  Potenz,    dessen  Basis 
gleich  der  Basis  der  Potenz,  ist  dem  Exponent  gleich. 

Beweis.     Man  unterscheide  in 

lg}f  =  c'. 

cJ         H  r-, 


O 


«    ^     ►J 


Lo; 


Da  nun  Bas,   °°=&'=Num.,  so  ist  jene  Gleichung  richtig. 
Beispiele.       Igl  ^4;       lg  U)  =2; 

lg  ^=  ig^     =  —  \. 

I.Zusatz.     Setzt  man  c  =  0,  so  erhält  man    Igh  =0,  d.i. 

^*/ri  =  o. 

Da  h  jede  Zahl  sein  kann,  so  ist  für  jede  Basis  /^1=0. 
Beispiele.        lg  \=i),  d.i.  lgvulg\=0; 
'lg  1=^0,  d.i.  Ignal  1  =  0. 

2.  Zusatz.     c=l  giebt    Igb  =1,  d.i. 

^[igb  =  \. 

Der  Logarithmus  der  Basis  ist  stets  =1. 
Beispiele.     ^''/^10  =  1,  d.  i.  lg  viilg  10  =  1; 

'lge=l,  d.  i.  lg  nat  2,1 1S281S=1. 

S.Zusatz.     ^  =  10  giebt  ^°/^  10'  =  c,  d.i. 
^  lg  vulg  1 0*^  =  c. 

Der  vulgäre  Logarithmus  einer  Potenz  von  10  ist  dem 
Exponent  gleich. 

Die  Gleichung  geht  mit: 

c^O       über  in  lg  vulg  10^  =  0,  d.  i  lg  vulg  1=0, 

c  =  1  „  ,,    lg  vulg  10^  =  1 ,  d.\.  lg  vulg  10  =  1, 

c  =  2  „  ,,    lg  vulg  10^  =  1,  d.  llf/  vulg  100  =  2, 

c  =  d         „  „    lg  vulg  1 0 '  =  3 ,  d.  i.  lg  vulg  1000  =  3, 

c  =  4  „  „    /^?;m/^  10*  =  4,  d.  i./*7r«^/^  10000  =  4, 

c  =  5  „  „    Igvulg  uf='o,  d.  i. /^r  w^/^  lOOOOO  =  5, 

c  =  oo        „  „    lg  vu/g  10     =oo,     d.  \.  lg  vulg  oo  =  oo , 

c  =  —  1     „  „    lg  vulg  10^^  =  — 1,  d.i. 

lg  ^^^^^g  TTT  =  —  ^  ^'^6^  ^g  ^'^^^g  o,i  =  —  i , 
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c  =  —  2  über  in  lg  vulg  10      =  —  2 ,  d.  i 


I 

lg  vulg  — Y  ^^  —  ^  ^^^"^  ^y  *'"^^  0,01  =  —  2, 


c=^  —  oo 


eben  so  lg  vulg  0,001  =  - 

-3, 

lg  vulg  0,0001  = 

-4, 

„  lg  vulg  10~*=  —  oo,  d.  i. 

lg  vulg  — ^=  —  oo  oder 

1 
lg  vulg =  —  oo  oder  lg  vulg  0  =  —  oo. 

4.  Zusatz.     Die  3  Gleichungen: 

lg  00^=^00        \ 

/^    1=0  (W) 

lg    0  =  — coj 

führen  unmittelbar  zu  den  nachstehenden  Sätzen: 

1)  Ist  der  Num.  >  1 ,  so  ist  der  vulg.  Logarithmus  >  0,  also 
positiv. 

2)  Ist  der  Num.  <  1  und  >  0,  also  ein  echter  Bruch,  so  ist 
der  vulg.  Logarithm.  <  0  und  >  —  00,  also  eine  nega- 
tive Zahl. 

3)  Da  die  Logarithmen  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichun- 
gen AY  schon  die  unterste  Grenze  —  00  der  reellen  Zahlen 
erreichen,  so  ist  der  zugehörige  Numerus  0  die  unterste 
Grenze  derjenigen  Zahlen,  für  welche  es  reelle  Zahlen 
als  Logarithmen  giebt.  Für  Zahlen,  die  mithin  <  0  sind, 
kann  es  keine  Logarithmen  geben,  oder: 

Die    Logarithmen    negativer    Zahlen    sind    ima- 
ginär. 

5.  Zusatz.     Selbstverständlich   ist   es    nicht   nötig,    als   Expo- 
nenten der  Potenz  von   10  nur  ganze  Zahlen  zu  setzen,  denn  mit 

c  =  —  findet  man 

1        .  . 

lg  10'  =  ,  ,  d.  i.  lgV^O=^  oder 

/^r  3,162278=  0,5; 


mit  c=  4  =  0,25  wird  der  Num.  10*  =  K  lO'  =y3,16227 
4 

=  1,77827 ,  daher  lg  1,77827.  ..=0,25; 


350  §•  '^3.     Logarithmen. 


1  =  0,125  wird  der  Num.  10^  =  J^  10*  =  ^1,' 


mit  c=^  =  0,125  wird  der  Num.  10°  =  r   10*  =  yi,77827 .... 
=  1,33352  .  .  .,  daher  lg  1,33352  .  .  .=0,125; 

mit  c  =  ^  =  0,0625  wird  der  Num.  1 0  ''  =  r    1 0  ^  =  >/T;33352  . . . 

=  1,15478  .  .  .,  daher  lg  1,15478  .  .  .  =0,625. 

Durch  fortwährendes  Halbieren  des  Logarithmus  (c)  und 
Quadratwurzelausziehen  aus  dem  Numerus  können  diese  Werte 
leicht  fortgesetzt  werden  (s.  u.  die  Tabelle). 

o  -i        4 

Mit  c=  — =  0,75  wird  der  Num.  10*  =]/ 1000  =  5,62341  .  .  ., 

daher  /^  5,62341  .  ..  =  0,75; 

2  8  

c=-|   giebt  10'=y'l0' =2,37137..., 

daher /^  2,37137  .  .  .=0,375; 

_  1  8  

c  =  -^       „      10^  =  l/lO' =4,21696..., 

daher  lg  4,21696  .  .  .  =0,625; 

c  =  —       „       10^  =  ]/l0'=  7,49894..., 

daher  lg  7,49894  .  .  .  =0,875; 

J_  3 

c=l  =  0,33333  .  .  .  giebt  10'  =  "KIÖ=2,15443  .  .  ., 
daher  lg  2,15443  .  .  .  =0,33333  .  .  .; 


c=  1  =  0,16666.  ..  giebt  lO*' =  r   lO' =  ^2,15443 
=  1,46779  .  .  .,  daher  lg  1,46779  .  .  .  =  0,16666 

c== -1  =  0,08333  .  .  .  giebt  10^=  K  10^  =yY, 


j2        .,..^.^...^ ,     ..  ,„46779... 

=  1,21152.  ..,  daher  lg  1,21152  .  .  .=0,16666  .  .  . 

Diese  Werte  können  sfleichfalls  durch  Halbieren  des  Loga- 
nthmus  (c)  und  Quadratwurzelausziehen  aus  dem  Numerus  fort- 
gesetzt werden. 

2  i.       s . 

c=  — =  0,666.  ..  giebt  10^  =  ]/lOO  =  4,64158  .  .  .; 

o 

1  =  0,833...      „     10^=  r   10.10^=1/46;^ 

=  6,81292  . 
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c  =  — =  0,4166 


c=  ^  =  0,5833 
12 


giebt  10''  =  r   10'=]/6,81292.. 
=  2,61015  ..  .; 

'''  =  y  10  •  10  *^=y  14^677^ 


10' 


c  =  ^  =  0,9166 
12 


=  3,83118 


„      10''  =  ^^  10-10  *'=y68,1292... 
=  8,25404  .  .. 

Durch  die  hier  angedeuteten  Rechnungen  gelangt  man  zu 
folgender  Tabelle,  die  im  14.  Satze  zur  Berechnung  der  Loga- 
rithmen benutzt  wird. 


Numerus 

Logarithmus  (c) 

Numerus 

Logarith 

nus  (c) 

8,2.5404  18527 

0,91666  66667 

1,00014 

05485 

0,00006 

10352 

7,49894  20933 

0,875 

1,00009 

36968 

0,00004 

06901 

6,81292  06906 

0,83333  33333 

1,00007 

02718 

0,00003 

05176 

5.62341  32519 

0,75 

1,00004 

68473 

0,00002 

03451 

4,64158  88336 

0,66666  66667 

1,00003 

51353 

0.00001 

52588 

4,21696  50343 

0,625 

1,00002 

34234 

0^00001 

01725 

3.83118  68496 

0,58333  33333 

1,00001 

75675 

0,00000 

76294 

3,16227  76602 

0,5 

1,00001 

17116 

0,00000 

50863 

2,61015  72157 

0,41666  66667 

1,00000 

87837 

38147 

2,37137  37057 

0,375 

1,00000 

58558 

25431 

2.15443  46900 

0,33333  33333 

43918 

19073 

1^77827  94100 

0,25 

29278 

12716 

1,46779  92676 

0,16666  66667 

21959 

09537 

1,33352  14322 

0,125 

14639 

06358 

1,21152  765S6 

0,08333  33333 

10980 

04768 

1,15478  19847 

0,0625 

07320 

03179 

1,10069  41713 

0,04166  66667 

05490 

02384 

1,07460  78283 

0,03125 

03660 

015S9 

1,04913  97291 

0,02083  33333 

02745 

01192 

1,03663  29284 

0,01562  5 

01830 

00795 

1,02427  52214 

0,01041  66667 

01372 

00596 

1,01815  17217 

0,00781  25 

00915 

00397 

1,01206  48306 

0.00520  83333 

00686 

00298 

1,00903  50448 

0,00390  625 

00457 

00199 

1.01)601  43292 

0,00260  41667 

00343 

00149 

1.00450  7.3643 

0.00195  3125 

00229 

00099 

1.00300  26566 

0.00130  20833 

00172 

00075 

1.00225  114S3 

0,00097  65625 

00114 

00050 

1.00150  02030 

0,00065  10417 

00086 

00037 

1.00112  49414 

0.0004S  82813 

00057 

00025 

1,00074  98204 

0,00032  55208 

00043 

00019 

1,00056  23126 

0,00024  41406 

00029 

00012 

1,00037  48399 

0.00016  27604 

00021 

00009 

1,00028  11168 

0.00012  20703 

00014 

00006 

1,00018  74024 

0,00008  13802 

1 ,00000 

00011 

0,00000 

00005 

6.  Zusatz.     Berechnet  man  die  Logarithmen  der  natürlichen 
Zahlen    für   eine  bestimmte,    unveränderliche  Basis,    so  bilden  die- 
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selben  ein  Logarithinensystem.  Hat  man  z.  B.,  wie  in  vor- 
stehendem 3.,  4.  und  5.  Zusätze,  für  alle  Zahlen  den  Zehn- Loga- 
rithmus bestimmt,  so  bilden  die  Logarithmen  das  vulgäre  oder 
briggs'sche  Logarithmensystem. 

7,  a  ^  =b.  (Wie  in  a — a-\-b  oder  a:a-h  heben  sich  die 
beiden  ersten  Zahlen  und  man  erhält  die  dritte). 

Beweis.     Die  Gleichung 

''l9b  =  ''lgh (A) 

ist  unbedingt  (apodiktisch)  richtig,  folglich  ist  auch  (s.  4.  Satz) 
Bas.'^°^=Num (B) 

Unterscheidet  man  nun  in  jener  Gleichung  A:  Basis  (links 
oben  =a).  Numerus  (links  die  2.  Zahl  =h),  Logarithmus  (die 
rechte  Seite  ='^lgb)^  so  geht  die  Gleichung  B  über  in: 

a       =b. 
Zusatz.     Also  ist  auch  umgekehrt:  b=^a  ^  . 

8.  '^lQn  =  ^lQr'''lnn.      (Vergl.  der  Form  nach —  =  — !) 

.      .      .  .      V       °  n         r     n    I 

I     %  Log. 

Beweis.  Bas."^**^"  =  rf "'''"•'"''''  =  (A"" )'"''''  =  /""' (s.  T.Satz) 
=  n  (7.  Satz)  :=Num. 

1.  Zusatz.     </=  10,  r  =  e  =  2,71828  ...  (s.  1.  Satz)  giebt: 

10,  10,  e,  1    • 

lgn=    lg €•  Ign,  d.  i. 
lg  vulg  n  =  lg  vulg  e  •  lg  nat  n. 

2.  Zusatz.     ^  =  ^  =  2,71828...,  r=  10  giebt: 

^lgn  =  'lg  {O-^'^lgn,  d.i. 
lg  nat n  =  lg  7iat  \()-lg  vulg  n. 
Setzt  man  /^«önO  =  2,302585092994  als  bekannt  voraus,  so 
ist  ^  lg  nat  n  =  2,302585092994  •  lg  vulg  n. 

Ist  z.  B.  lg  nat  113  aus  lg  vulg  113  =  2,0530784435  zu  be- 
stimmen, so  hat  man: 

lg  nat  113  =  2,30258509299-2,0530784435. 

Diese  Multiplication  erleichtert  man  sich  mit  der  in  den  Bruhns- 
schen  Logarithmen  S.  186  (links)  enthaltenen  Tafel.  Nachdem  der 
vulgäre  Logar.  in  Klassen  von  je  2  Ziffern  abgeteilt  ist: 

2,0l53j07|84|43i50, 
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findet  man  daselbst: 

20-2,30258  .  ..=46,0517018599  ' 
53-2,30258...=    122,03700993 
07-2,30258...=  16,118096 

84  =  193,4171 

43  =  99,01 

50  =  115, 


stets  2  Stellen  nach 
rechts  aussrerückt. 


4727387819 

Die   richtige   Stellung   des  Komma   ergiebt  sich  aus   der  ge- 
gebenen Gleichung:  2,3 -2,05  =  4,7  ....     Folglich  ist: 
/^wari  13  =  4,727387819. 

9.     Umkehr ung:     '  Igj-  •' lgn  =  ' Ign. 

10,     Setzt  man  im  9.  Satze  n^d,  so  ist: 

' Igr  '^Ig d^  Igd,  d.  i.  (s.  6.  Satz,  2. Zus.) 

^  ' Igr  ''^Ig d=  1.     (  Analoge  Form :  -^ — -^  =  1 !  1 
Beispiel.  Ige  •^lg'\0=l,  d.  i. 


lg  vulg  e  -  lg  nat  10^1. 


11      r,  Ign 

11.       lg  n  =  ^^ 

Igr 


lg  n  lg  n 


d,  r     d,       ^  rf, 


Beweis.     Bas."^"- =  r  '^ *"=(</  '^ 0  ''""    [s.  7.  Satz,  Zus.] 

d 

=  d  ""-  =d  '^"  =  w  =  Num.! 

Anmerkung.  Dieser  Satz  ist  nicht  aus  dem  9.  Satze  da- 
durch abzuleiten,  dafs  man  beide  Seiten  durch  lg?-  divi- 
diert, weil  in  der  Zahlenlehre  die  Sätze  der  Algebra 
(Gleiches  durch  Gleiches  dividiert)  vermieden  Averden 
müssen. 

Beispiel.     Um  den  'lg7i  mittelst   der  Zehn -Logarithmen  zu 
bestimmen,  setzt  man  r^6,  <?=10,  und  es  ergiebt  sich: 

10,  lUj 

Z.  B.    ^//7  10000  =  1,285097-'%  10000  =1,285097 -4 
=  5,140388. 

Schuri  ?,  Lehrbuch  der  Arithmetik.    II.  Teil.  23 
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I.Zusatz.     f/=e  giebt: 

l9n  =  - =  ^ Ign,  oder 

/^  r  /^  r 

S^  '^/v  w  =  — In  nat  n. 

^^    ^  lg  nat  r    ^ 

Um  also  den  r- Logarithmus  einer  Zahl  n  aus  dem  schon  be- 
kannten natürlichen  Logarithmus  von  7i  zu  erhalten,  multipliciert 
man  letzteren  mit  dem  reciproken  natürlichen  Logarithmus 
der  Basis  r  jenes  gesuchten  künstlichen  Logarithmus. 

Diese  Zahl,  mit  welcher  der  natürliche  Logarithmus  eines  ge- 
gebenen Numerus  multipliciert  werden  mufs,  um  einen  bestimmten 
künstlichen  Logarithmus  desselben  Numerus  zu  erhalten,  nennt  man 
„Modul  dieses  künstlichen  Logarithmensystems". 

Beispiel.     r=10  giebt: 

'"'"  "  =  •2,3ü258lo92994  ' '«  ""' "  <*•  ^-  ^'''^  ^-  ^"'■'- 

Führt  man  die  Division  aus,  so  erhält  man: 

#  lg  vulg  n  =  0,434294481903  •  lg  nat  w. 

Da  0,43429  .  .  .  (abgekürzt  mit  M  oder  m)  die  Zahl  ist,  mit 
welcher  der  natürliche  Logar.  multipliciert  werden  mufs,  um  den 
briggs'schen  Logar.  zu  erhalten,  so  ist  dieselbe  der  Modul  des 
riggs'schen  Logarithmensystems. 

1.  Beispiel,     lg  na^  3=  1,0986122887,  folglich: 

/^DW/^  3  =  0,4342944819- 1,0986122887. 

Mit  10;98|61i22|88|70  ergiebt  sich  nun  mittelst  der  in  den 
Bruhns'schen  Logarithmen  S.  186  (rechts)  enthaltenen  Tafel: 
10-0,43429  .  .  .  =4,34294  481900 
98-0,43429...=  42,560  859227 
61  =  26,4  919634 
22  =  9,55448 
88  =  38,218 
70  = 30,4 

477121  2547. 
Aus  0,434-1,09  =  0,47  ergiebt  sich  die  Stellung  des  Komma, 
folglich:  /^yw/<7  3  =  0,4771212547. 

11  11 

2.  Beispiel.     /(7«ö^  —  =  — 0,16705408;    folglich   Igvulg  — 

=  0,434  ...-(—  0,167  ...)  =  —  0,07255067. 
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2.  Zusatz.      Mit   ;-=10,    n  =  d=e   ergiebt    sich    aus    dem 
Hauptsatze :  ^ 

^%je=  -^^  =  -1-  (s.  6.  Satz,  2.  Zus.),  d.  i. 

lg  vulg  e  =  - — ^— -^  =  ^^^^.^  . . .  =  0,434294  .  .  .  oder 
^       ^  lg  nat  10        2,30258  ' 

lg  vulg  2,71828  .  .  .  =  0,434294  .  .  . 

3.  Zusatz,     r^e,  d^\i): 


Ign  1       10, 


Ug  n  =  — p^  =  — ^— .  ''/^  ?« ,  oder 
Ige  Ige 


lg  nat  n  =  — ; — ,,  -,o^o ^1/  vulg  n. 

^  lg  vulg  2,71828  .  ..  -^ 

4.  Zusatz.     r=^e,  n  =  d=\(i: 

ej    ,^        '%10  1  , 

^^10  =  -^=-^^-—,  oder 
Ige  Ige 

lg  nat  10 


lg  vulg  e         lg  vulg  2,11S28 


1 
12.     Umkehrung:     -—-^^""ign. 
igr 

I.Zusatz.     d=n=\i),  r=^e: 

-^  =  %10oder 
''Ige 

1 

=  lg  nat  1 0. 


lg  vulg  e 
2.  Zusatz.     d'=?i  =  e,  r=10: 

Ige,  oder 


'ige        10, 


'ig\^ 

1 


=  lg  vulg  e. 


lg  nat  10 

13.     Ist  a=a,  so  ist  n  =  r. 

Beweis.     a=d,  folglich  nach  dem  5.  Satze: 

"^Ig a  ='*lg a  ,  d.  i.  (s.  6.  Satz) 


n  =  r. 

a  —  b 


Beispiel.     5"^  =  5"      ,  mithin  x  =  a  —  b. 

2S' 
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Zusatz.      Folglich  auch  umgekehrt: 

Ist  n==r,  so  ist  a^d. 

14.     ''ig{ah)  =  %a^Ugb. 

Für  jede  Basis  {d)  ist  der  Logarithmus  eines  Produkts  gleich 
der  Summe  der  Logarithmen  der  Faktoren. 

Beweis.  Hier  ist  die  Basis  (links  oben)  ==</,  der  Numerus 
(links)  =ab,  der  Logarithmus  (die  rechte  Seite)  =  lga-\-  Igh 
und  (s.  den  3.  Satz) 

Bas.'^°""  =  A""^''''  =  A''  •  d'''  (3.  §.  57,  4)  =«•&  (s.  7.  Satz) 
=^Num. ! 

1 .  Zusatz.     Folglich  auch  ^^Ig  (ab)  =  ^^Ig  a  -f-  ^"ig  b ,  d.  i. 

4^  lg  vulg  {ab)  =  lg  vulg  a  -]-  lg  vulg  b. 

Beispiel,     lg  vulg  (7-9)  =  lg  vulg  1  -\-lg  vulg 9 

=  0,8450980  +  0,9542425 
/^m^/^  63  =  1,7993405. 

2.  Zusatz.  Ist  y  ein  imaginärer  Wert  von  lg{ — 1)  [siehe 
6.  Satz ,  4.  Zusatz] ,  so  ist  lg ( —  ä) ^=  lg a -\- {In -{- \) y ,  wo  2 ^2  -f-  1 
irgend  eine  ungerade  Zahl. 

Beweis.  Da  ^lg{ — 1)  =  ?/,  so  ist  d^  =  —\  (s.  4.  Satz),  folg- 
lich ist  auch  (rf^)^  =  (— 1)',  d.i.  d^'  =  —\; 

/       \  5 

ferner  \d^)  =(— l)',  d.i.  f/^^  =  — 1  u.  s.  w. 

Mithin  ist  nun  auch  (s.  3.  Satz) 
'lg{-\)=y 
allffemein :  a 


''lg{—\)=y/lg{-\)  =  'iy/'lg{-\)  =  hy, 


ng{-\)  =  {2n+i)y 
und  folglich: 

%{-a)  =  'lg[a{-\)-\='lga  +  %{-\)=^'lga-^{'>n+\)y. 

3.  Zusatz.  Mittelst  der  im  5.  Zus.  des  6.  Satzes  gegebenen 
Tabelle  läfst  sich  jetzt  der  vulgäre  Logarithmus  jeder  zwischen 
1  und  10  liegenden  Zahl  a  sehr  leicht  bestimmen.  Die  links  ste- 
henden Zahlen  dieser  Tabelle  mögen  mit  b,  die  rechts  stehenden 
mit  c  bezeichnet  Averden,  so  dals  zu  &=  1,33352  ...:  c  =  0,125 
gehört  und  daher  lg  1,33352  ...  =  0,125  ist. 

Man  dividiere  die  gegebene  Zahl  a  durch  die  nächstkleinere 
Zahl  b^  (der  linken  Seite  der  Tabelle),  den  erhaltenen  Quotient  q^ 
wiederum  durch  die  nächstkleinere  Zahl  J.,,  den  neuen  Quotient  ^2 
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durch  die  nächstkleinere  Zahl  &.  u.  s.w.,   bis  man  den  Quotient  1 
erhält.     Ist  nun  Igh^^c^,  eben  so  lgh.^  =  c.^  u.  s.  w.,  so  ist 
Jga  =  c^-{-c.,-{-c^-\-c^+ ( A) 

Beweis.     Der  Kürze   wegen   sei  schon   der  5.  Quotient  =  1 
und  es  sei:  X.     a:b^  =  g^ 

II.    q^:h.,  =  q., 

III.  q.,'-h^  =  q.^ 

IV.  q,:b^  =  q, 
V.    q,:b,=  L 

Aus  V  folgt     r/^  =  &,.l=^^ 
aus  IV 

.    111 

.      11 
I 


q^ ^h^  q^  =  h^ h.^  (s.  vorhergehende  Zeile) , 

Folglich  ist  lg  a  =  lgh^  +  Ig  h.,  +  Igl>.^  +  lg  h^  +  lg  &. ,  d.  i. 
lga=  c^    +    f^  +    ^3  +    ^4  +    ^5- 

Beispiel.     Es  sei  lg  vulgl  auf  7  Decimalstellen  zu  berechnen. 
Das  nächstkleinere  b  der  Tabelle  in  bezug  auf  den  gegebenen 
Num.  7  ist  6,8129  ..  .  =  ö,  und  zwar: 

lg  vulg  6,81292  .  .  .  =  0,833333  .  .  .  =  c^. 

Nun  ist  7:6,8129206906  =  1,0274594873. 

Das  nächstkleinere  b  in  bezug  auf  diesen  Quotient  1,0274... 
ist  1,024275  .  .  .^b.^  und  zwar: 

lg  vulg  1,024275  .  .  .  =  0,0104166  =  c^. 
Man  erhält: 

1,0274594873:1,0242752214=1,0031087991. 

Femer: 

1,0031087991 : 1,0030026566=  1,0001058247, 

[^3  =  0,0013020833]; 
1,0001058247  : 1,0000936968  =  1,0000121268, 

|^c^==  0,0000406901]; 
1,0000121268:1,0000117116=1,0000004152, 

[c^  =  0,0000050863]; 
1,0000004152  : 1,0000003660  =  1,0000000492, 

[c,  =  0,0000001589]; 
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1,0000000492  : 1,0000000457  =  1,0000000035, 

[c^  =  0,0000000199]; 
1,0000000035  : 1,0000000029  =  1,0000000006, 

[Cg=  0,0000000012]. 

Da  dieser  letzte    Quotient  nahe  ^1,    das  zugehörige  c  (Cg!) 
erst  in   der  9.  Decimalstelle,    voraussichtlich   also   das   folgende  c 
(Cg)  erst  in  der  10.  Decimalstelle  abweicht,  so  wird 
lgl  =  c^-\-c^-\r  .  .  .-\-c^  (s.  ob.  A) 
offenbar  auf  7  Decimalstellen  richtig  kommen. 
Ci  =  0,83333  33333 
c.,  =  0,0 1041  66667 


c.= 

130  20833 

^-i= 

4  06901 

^5  = 

50863 

^6  = 

01589 

^7  = 

00199 

^8  = 

00012 

lg  7  =  0,84509  80. 

Anmerkung.  Andere  Methoden,  die  man  an  dieser  Stelle  giebt 
und  sich  nicht  auf  die  jetzt  noch  nicht  auffindbare  Reihe 

2  3 

1   ,A    ^     \               a      .    a 
lg{\-\-ä)  =  a 2~~^~3 '*  * 

gründen,  stehen  der  hier  gegebenen  in  jeder  Beziehung  nach.  Die 
Methode  von  Kramp,  welche  man  häufig  angegeben  findet,  erfor- 
dert eine  Tabelle  der  Werte  lo""',  lo"''  bis  lO''',  lO"'"'  bis  lO"'"' 
u.  s.  w.,  deren  Berechnung  aber  nur  mit  jener  Reihe  mögUch  und 
dann  noch  sehr  zusammengesetzt  ist.  Auch  ist  die  Berechnung 
eines  Log.  mittelst  der  Kramp'schen  Tabelle  weit  mühsamer  als 
durch  die  vorstehend  gegebene  Methode. 

15.     Umkehrung:     '  lga-{-'  Igb^  lg  ah, 
insbesondere :  lg  vulg  a-\-lg  vulg  b  =  lg  vulg  ab. 

Beispiele.     /^3 +  /^  5  + 7^7  =  /^  (3 -5 -7)  =  /^  105; 
lg{a-^\)  +  lg{a-\)-^ly{a'+\)  =  lg[{a  +  \){a  —  \)[a^-\-\)] 

=  lg{a-\). 

Für  jede  Basis  (d)  ist  der  Log.  eines  Quotient  =  der  Diffe- 
renz aus  dem  Log.  des  Dividend  und  dem  Losr.  des  Divisor. 
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Beweis. 

Bas. ''°'-  =  A  «  -  "'^  ^  =  i^  (s.  §.  57, 6)  =  ^  =  Num. 

I.Zusatz.      Daher  auch  ^^lg~-  =  ^lfja —    Igh^  d.i. 

^  J(j  vulg  y  =  lg  vulg  a  —  lg  vulg  b. 

Beispiele. 

11 

lg  vulg  \^  =  lg  vulg  -^  =  lg  vulg  11  —  lg  vulg  8 

oder  lg  vulg  1,375  =  1,0413927—0,9030900  =  0,1383027. 

r/h 

lg  —  =  lg  {ab)  —  lg  {cd)  =^lg  a  -\r  lg  h  —  {lg  c  -\-  lg  d). 

2.  Zusatz. 

«=1  giebt  '^lg^  =  '^lg\  —'^Igh,  d.  i.  (s.  6.  Satz,  1.  Zus.) 


Beispiel.     ^'lg~  =  ~^''lg\\. 


3.  Zusatz.     Setzt   man  im  vorstehenden  Zusätze  h  =  — ,    so 

a 


erhält  man; 


d.    a  d,   c 

'«  c—   "Ja- 


Nimmt  man  also  den  Numerus  reciprok,  so  erhält  der  Loga- 
rithmus das  entgegengesetzte  Zeichen. 

4  7 

Beispiel,     lg  vulg  -^-^  —  lg  vulg  —  =  —  lg  vulg  1,75. 

17.     Umkehrung:      lg  a  —   lgb  =  '  lg  —, 

inbesondere :  lg  vul;/  a  —  lg  vulg  h  =  lg  vulg  — . 

13 
Beispiele.     /^13  —  lg'^  =  lg   .=  lg1,^. 

lga  —  lgh  —  lgc  =  lga  —  {l(j  h -\- lg  c)  =  lg  a  —  lg  {hc) 
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18,  '^lga^  =  7i-   lg a. 

Der  Logarithmus   einer  Potenz   ist   gleich   dem  Produkt  aus 
dem  Exponent  und  dem  Logarithmus  der  Basis. 

Beweis.  Bas.'^°^=rf"-  '^ "  =  (/''")%.§•  57, 10]  =  «"  =Num. 
L  Zusatz.     Folglich  auch     lga=n'    lg a,  d.i. 

^  lg  vulg  a'  =^n'lg  vulg  a. 
Beispiele. 
IgvulgZ''''^  =  \()Q-lg  vulg  3  =  100.0,4771213  =  47,71213. 

lg\^^=nlg-^  =  n{lga  —  lgb). 

2.  Zusatz.     lg{—a)  =  lg[a{—\)]=^lg{a'')  +  lgi—\) 

=  nlga  +  {1n+\)rj[s.  14. Satz,  2. Zus.]. 

19.  Umkehrung:     n  Iga^'lga. 
Beispiele,     nlg  vulg  a  =  lg  vulg  a. 

Zlgx  =  lg{x);  -hlg\=lg{r''')==lg^  =  lg—- 


4^        •"  1024 


30.  'igy-^=^^^ 

n 


Der  Logarithmus    einer  Wurzel  ist  gleich  dem  Logarithmus 
der  Wurzelbasis  dividiert  durch  den  Wurzelexponent. 

Beweis.     Bas.'^^^-^rf   "    =\  d''"    [s.  §.  69,  20]  =  >/« 
=  Num. 


I.Zusatz.     ^%]/a  =  -i^  oder 


10, 

lg  OL 


n 


lg  vulg  Ya 


—       lg  vulg  a 


Beispiele 

^,y67-=i,l/6T=^  =  i^^^^  =  0,9130374. 


;     1^ 


lgy^i^=igy-^  =  -^-  =  — -3 — 
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2.  Zusatz,     lg  V  a  =-^^-^ — ^=     -^ 


Beispiele,      ^(7  K  9876  = — ^=^0 • 

1  o 


jy  \/j!_-^        bc'    _  Iga  —  lgjhc)  ^  lga—[lgh-^lg{c)\ 
^     bc  n  n  n 

lg  a  —  Igb  —  rlgc 


n 

21.  Umkehrung:     -^^-^  =  'lgyi;:. 

Beispiel.     -^^  =  /<7 1/64  = /^4. 
o 

22.  Die  vulgären  Logarithmen. 

Von  jetzt  an  beschäftigen  wir  uns  nur  noch  mit  den  Loga- 
rithmen, deren  Basis  =10,  da  diese  vulgären  (oder  gemeinen, 
dekadischen,  briggs'schen)  Logarithmen  allein  ein  bequemes  Rech- 
nen zulassen  und  darum  auch  allein  im  Gebrauch  sind. 

I.  Nur  die  vulgären  Logarithmen  der  ganzzahligen  Potenzen  von 

1  1 

10,  also  lg\,  lg  10,  lg  100  .  .  .,   Ig-^,  ^^TÖÖ"  '  '  ''    ^^"^   rationale 

Zahlen  (s.  6.  Satz,  3.  Zus.).  Die  Logarithmen  aller  übrigen  ganzen 
Zahlen  sind  irrational,  der  zugehörige  Decimalbruch  also  unendlich 
und  unperiodisch  (vergl.  §.  45,  6  u.  7). 

Beweis.     Wäre  Ign^  ,  ,  d.i.  ^'Ugn=^--   und  -7-  ein  irredu- 
-^  b  ^  h  b 

a 

cibler,  gemeiner  Bruch,  so  müfste  10    =n  (s.  4.  Satz),  daher  auch 


10V=w    (s.  §.  15,7),  d.i.  10"  =  ?i'  oder  (2-5)''  =  ?i    oder 

2  a     ~a  b 

•  i)    =71 

sein   und   mithin   wäre   a  durch  b  teilbar  (s.§.  68,17),    was  gegen 
die  Voraussetzung. 

II.  Da  die  Decimalbrüche  der  Logarithmen  doch  nur  mit 
einer  bestimmten  Anzahl  von  Stellen  benutzt  werden  können,  so 
sind  dieselben  in  den  vorhandenen  logarithmischen  Tafeln  ohne 
Ausnahme  abgebrochene.  ]\[an  hat  daher  beim  liechnen  mit  Lo- 
garithmen   stets    zu    berücksichtigen,    dafs   die   in   den  Tafeln   ent- 
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haltenen  Decimalbrüche  nie  vollkommen  genau  sind,  vielmehr  nahe 
um  eine  halbe  Einheit  der  letzten  Stelle  zu  grofs  oder  zu  klein  sein 
können. 

Anstatt  /^  2  =  0,30102  99956  63981  19521  37  .  .  . 
/^  3  =  0,47712  12547  19662  43729  50  .  .  . 
finden  wir  daher  in  den  7stelligen  Logarithmentafeln: 
7^2  =  0,3010300;  /^  3  =  0,4771213. 

III.  Die  besten  7stelligen  Tafeln  sind  die  von  Bruhns  (2.  Aufl.). 
Alle  übrigen  —  Vega  (geb.  1756,  ermordet  1802,  log.  Tafeln  1783), 
Taylor,  Callet,  Bagay,  Hutton,  Bremiker,  Hülfse,  Schröu,  Köhler, 
Shertred  u.  s.  w.  —  stehen  diesen  hinsichtlich  des  bequemen  Ge- 
brauchs, der  übersichtlichen  Anordnung  und  Vollständigkeit  bei 
weitem  nach.  In  den  Callet'schen  Tafeln  findet  man  aufserdem 
die  vulgären  Logarithmen  der  Zahlen  von  1  bis  1100  und  999980 
bis  1000021  auf  61  Decimalstellen.  Die  verbreitetsten  5stelligen 
Logarithmen  sind  die  von  SchlÖmilch  und  Wittstein.  Der  umfang- 
reiche ,,  Thesaurus  logarWimorum  completus'"'  von  Vega  enthält  die 
Logarithmen  der  absoluten  Zahlen  und  der  trigonometrischen  Funk- 
tionen auf  10  Decimalstellen,  jedoch  ist  die  10.  Decimalstelle  nicht 
immer  ganz  richtig. 

Obgleich  5-  (oder  6-)  stellige  Logarithmen  im  allgemeinen 
ausreichen  und  für  den  Schüler  ihres  geringern  Umfanges  wegen 
besonders  handlich  sind,  benutzen  wir  dennoch  die  7stelligen  von 
Bruhns,  da  jene  in  gewissen  Fällen  (Rentenrechnungen  u.  s.  w.) 
ein  zu  ungenaues  Resultat  geben.  Auch  findet  man  die  ersten  5 
Ziffern  eines  Resultats  in  den  7stelligen  Logarithmen  unmittelbar, 
während  die  5stelligen  hierzu  erst  noch  besondere  Zwischenrech- 
nungen nötig  machen. 

Ferner  ist  die  Einrichtung  der  7stelligen  eine  derartige,  dafs 
man  trotz  der  gröfsern  Umfänglichkeit  in  denselben  weit  schneller 
einen  Logarithmus  auffindet,  als  in  den  5stelligen.  Endlich  rechnet 
der  an  7stellige  Logarithmen  Gewöhnte  mit  derselben  Leichtigkeit 
mit  5-  und  6stelligen,  nicht  aber  umgekehrt. 

IV.  Beim  Logarithmus  unterscheidet  man  die  Ganzen  und 
den  Decimalbruch.  Jene  nennt  man  Kennziffer  oder  Charakte- 
ristik, letzteren  Mantisse  (im  Lateinischen:  maiilissa,  die  Zugabe). 

In  7^300  =  2,4771213 

ist  300  der  Numerus,  2,4771213  der  Logarithmus,  2  (die  Ganzen 
des  Log.)  die  Kennziflfer,  4771213  die  Mantisse. 

23.  Die  Logarithmen  der  Numeri,  welche  gröfser 
als  1   sind. 

Der  Gebrauch  der  Logarithmen  erfordert  zunächst  die  nach- 
stehenden 3  Fundamentalsätze: 
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I.  Die  Logarithmen  derjenigen  Numeri,  welche  ohne 
Eücksicht  auf  die  Stellung  des  Komma  aus  gleichen  Zif- 
fern bestehen,  haben  gleiche  Mantissen. 

1.— S.Beispiel.    /^  3,1416  =  0,4971509. 
/^314,16  =  2,4971509, 
/^31416000  =  7,4971509. 
Der  Numerus  besteht  hier  überall  aus  den  Ziffern 
3141600000  .  .  ., 
die  Mantisse  ist  überall  4971509. 

IL  Bestehen  die  Ganzen  des  Numerus  aus  n  Stellen, 
so  ist  die  Kennziffer  des  zugehörigen  Logarithmus  w — 1. 

Im  vorstehenden  1.  Beispiele  bestehen  die  Ganzen  aus  einer 
Ziffer,  die  Kennziffer  ist  daher  ^1  —  1  ^0. 

Die  Ganzen  des  2.  Beispiels  bestehen  aus  3  Ziffern,  die  Kenn- 
ziffer =  3—1  =  2. 

Die  Ganzen  des  3.  Beispiels  bestehen  aus  8  Ziffern,  die  Kenn- 
ziffer =  8  —  1=7. 

4.  Beispiel.  /17  5678,9?  Die  Tafeln  geben,  wie  weiter  unten 
gezeigt  werden  soll,  für  den  aus  den  Ziffern  56789  bestehenden 
Numerus  die  iNLantisse  7542642.  Da  ferner  die  Ganzen  aus  4 
Ziffern,  nämlich  5678,  bestehen,  so  ist  die  Kennziffer  nach  unserm 
IL  Satze :  4  —  1=3,  folglich : 

/^  5678,9  =  3,7542642. 

5.  Beispiel.  /^1,2?  Die  Tafeln  geben  für  den  aus  den  Zif- 
fern 12  bestehenden  Numerus  die  Mantisse  0791812.  Da  die  Gan- 
zen der  Zahl  1,2  aus  einer  Ziffer  bestehen,  so  ist  die  Kennziffer 
1—1  =0,  daher:         /^  1,2  =  0,0791812. 

6.  Beispiel.  /^  234900000000?  Die  Tafeln  geben  für  den 
aus  den  Ziffern  2349  bestehenden  Numerus  die  Mantisse  3708830. 
Die  Ganzen  des  gegebenen  Numerus  bestehen  aus  13  Ziffern, 
folghch  ist  die  Kennziffer  12 — 1  =  11.     Daher: 

/6r234900000000=  11,3708830. 

IIL  Ist  umgekehrt  die  Kennziffer  eines  Logarith- 
mus =  /i,  so  sind  die  Ganzen  des  zugehörigen  Numerus 
k-\-  1  stellig. 

Im  2.  Beispiele  unter  I  ist  die  Kennziffer  (s.  die  rechte  Seite 
der  Gleichung)  ^3,  daher  müssen  die  Ganzen  des  Numerus  aus 
3-f-l  =  3  Stellen  bestehen  (s.  314  der  linken  Seite). 

Im  6.  Beispiele  unter  II  ist  die  Kennziffer  11,  daher  bestehen 
die  Ganzen  des  Numerus  (s.  die  linke  Seite)  aus  11  +  1  =  12 
Stellen. 
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Ist  mithin  in  der  Gleichung  fgx^=l,A91\b09  der  Numerusa; 
zu  bestimmen,  so  sucht  man  nach  dem  25.  Satze  zuerst  in  den 
Tafeln  die  Ziifern  des  Numerus,  welche  der  Mantisse  4971509  an- 
gehören. Man  findet  31416.  Da  nun  die  KennziiFer  1  ist  (siehe 
1,4971509),  so  mufs  der  gesuchte  Numerus  x  nach  Satz  III: 
1+1=2  stellig  sein.     Daher  .t  =  31,416. 

Ist  y  aus  /^?/  =  0,8805850  zu  suchen,  so  findet  man  zunächst 
7596  als  Ziffern  des  Numerus,  dessen  Mantisse  8805850.  Da  nun 
die  Kennziffer  O  ist  (s.  «,8805850),  so  ist  der  gesuchte  Numerus y: 
0  +  1=1  stellig.     Daher  y  =  7,596. 

Ist  z  aus  ^^2=^6,9169800   zu  bestimmen,    so  findet  man  zu- 
nächst  826    als    Ziffern    des   Numerus,    dessen  Mantisse    9169800. 
Wäre  nun  die  Kennziffer  nicht  6,  sondern  0,  so  müfsten  die  Gan- 
zen des  Numerus  Isteilig  sein,  der  Numerus  also 
8,26  =  8,26000  .  .  . 

Bei  1  als  Kennziffer  wäre  der  Numerus  2stellig,  der  Numerus 
also  82,6  =  82,6000  .  .. 

Bei  2  als  Kennziffer  wäre  der  Numerus  3stellig,  der  Numerus 
also  826  =  826,000  .  .  . 

Gegeben  ist  die  Kennziffer  O,  folglich  mufs  der  Numerus 
6  +  1,  d.i.  7stellig  sein.     Mithin: 

2  =  8260000,00  .  .  .  =  8260000. 

Die   fehlenden   Stellen    sind   mithin    durch   Nullen   zu 
ergänzen. 

Beweis  für  die  Sätze  I,  II  und  III.     /^  3,1416  ist  gröfser  als 
lg\=0  und  kleiner  als  /^lO^l,    folglich   ist  jener  Logarithmus 
==  0  Ganze  mit  einem  Decimalbruche.     Es  sei  daher: 
/^  3,141 6  =  0,4971509. 
Nun  ist         /// (10- 3,1416)  =  /^  10  +  ^7  3,141 6  (s.  14.  Satz), 
d.i.  /^31,416=1 +0,-1971509 
oder  Iff  31,416  =  1,4971509. 
Der  Numerus  ist  hier  2stellig,  die  Kennziffer   1. 
Ferner        /^(lO'"*- 3,1416)= /^/(lO')  + /^  3,1416 

d.i.  /</ (100 -3,1416)  =  2/^  10  +  /^  3,1416  (s.  18.  Satz), 
oder  /^314,16  =  2- 1+0,4971509 
=  2,4971509. 
Der  Numerus  ist  3stellig,  die  Kennziffer  2. 
Eben  so     /^ (lO'- 3,14 1  o)  = /<7(l0^)  +  /^  3,1416. 
d.  i.  !(/  (1000  •  3,141 6)  =  3  Iff  10  +  0,497 1 509,' 
oder  /^  3 1 4 1 ,6  =  3  •  1  +  0,497 1 509 
=  3,4971509. 
Der  Numerus  ist  4stellig,  die  Kennziffer  3. 
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Allgemein: 

lg  (lO'  •  3,1416)  =  Iff  lO'  +  lg  3,1416 
=  k -lg  10 -\-0,A91  ..  . 
=  /.•  •  1  +  0,497  .  .  . 
=  /.-f- 0,4971509. 

Da  A"  eine  ganze  Zahl  ist,  so  rückt  im  Numerus  (in  der  Zahl 
10* '3,1416)  das  Komma  A' Stellen  nach  rechts.  Die  Ganzen,  die 
zuerst  Istellig  waren  (3,1416)  werden  hierdurch  A -{- 1  stellig.  Zu- 
gleich erhält  der  Logarithmus  (siehe  k  -\-  0,497  .  .  .  der  rechten  Seite) 
die  ganze  Zahl  A-j-0=A  als  Kennziffer,  während  sich  die  Man- 
tisse 4971509  nicht  ändert. 

Ist  also  der  Numerus  A  +  1  stellig,  so  ist  die  Kennziffer  A".  Setzt 
man  hier  k  =  n  —  1 ,  so  ergiebt  sich : 

Ist  der  Numerus  {n —  1)  -f-  1»  tl.  i.  >i  stellig,  so  ist  die  Kenn- 
ziffer n  —  1 . 

Zusatz.  Den  vorstehenden  Sätzen  zufolge  ist  es  nicht  nötig, 
dafs  die  logarithmischen  Tafeln  die  Numeri  (natürlichen  Zahlen) 
von  1  an  bis  zu  einer  sehr  grofsen  Zahl  und  hierzu  die  vollstän- 
digen Logarithmen  mit  der  Kennziffer  enthalten,  vielmehr  genügt 
eine  Tafel,  welche  die  Numeri  z.  B.  nur  von  10000  bis  100000 
nebst  den  Mantissen  der  zugehörigen  Logarithmen  ohne  die  Kenn- 
ziffern enthält. 

s    _ 

Diese  Tafel  würde  also  bei  7stelligen  Mantissen  aus  folgenden 
Zahlen  bestehen: 


Numerus 

Log.  (Mantisse) 

Numerus   Log.  (Mantisse) 

10000 

0000000  1 

[  99995 

9999783 

10001 

0000434 

99996 

9999826 

10002 

0000869 

bi^^ 

99997 

9999870 

10003 

0001303 

99998 

9999913 

10004 

0001737 

99999 

9999957 

10005 

0002171 

l  100000 

0000000 

In  dieser  Tafel  würde  nun  nicht  blofs  /^  10005  =  4,0002171, 
sondern  auch :  ^^  ^^^^^^.^  _  2,0002171 

/^  1,0005  =  0,0002 171 
/^  1000,5  =  4,0002171 
7^710005000  =  7,0002171 
enthalten  sein,  weil  nach  I  und  II  der  Mantisse  0002171  die  Kenn- 
ziffer leicht  hinzugefügt  werden  kann. 

Umgekehrt  würde  man  zu  der  gegebenen  Mantisse  0002171 
als  Ziffern  des  zugehörigen  Numerus  10005  finden.  Wäre  daher 
/^a;=  1,0002171  gegeben,  so  müfsten  die  Ganzen  des  Numerusa; 
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wegen   der  Kennziffer  1  :  3  stelli"   sein  und  man  hätte  mithin  in 
derselben  Tafel  auch  .c=  10,005  gefunden. 

24.  Die  Logarithmen  der  echten  Brüche  (der  Numeri, 
welche  kleiner  als  1  sind). 

I.  Die  Logarithmen  echter  Brüche  sind,  wie  im  4.  Zusätze 
des  6.  Satzes  gezeigt  worden  ist,  negativ. 

Beispiele,      ig-^^  —  jgm  (s.  16.  Satz,  2.  Zus.) (Y) 

d.  i.  lg  0,0625  =  —  1,2041200  (s.  23.  Satz) (Z). 

/^^  =  /^ 43-/^271  (s.  16.  Satz) 

=  1,6334685  —  2,4329693  =  —  0,7995008. 

Nach  dem  23.  Satze  sind  die  Mantissen  von  lg  6250,  lg  625, 
lg  62,5,  lg  6,25  unveränderlich  =7998800  und  umgekehrt  giebt  die 
in  den  Tafeln  aufgesuchte  Mantisse  7998800  für  den  Numerus  die 
Ziffern  625.  Die  in  den  Tafeln  enthaltene  Mantisse  2041200  (s.  Z) 
würde  für  den  Numerus  nur  die  Ziffern  16,  nicht  aber  625  geben, 
und  darum  eignet  sich  die  negative  Mantisse,  wie  sie  in  der 
Form  Z  auftritt,  nicht  für  das  praktische  Rechnen.  Setzt  man 
jedoch 

lg  0,625  =  lg ^~  =  lg 6,25  —  lg  \m  (s.  1 6.  Satz)  =  0,7998800  —  2, 

so  ergiebt  sich  für  einen  solchen  echten  Bruch,  sobald  er  nur  die- 
selben Ziffern  625  enthält,  die  positive  Mantisse  7998800,  ganz  wie 
bei  den  Logarithmen  im  23.  Satze,  und  umgekehrt  würde  die  po- 
sitive Mantisse  7998800  unmittelbar  zu  jenem  Numerus  0,0625 
führen. 

Hieraus  folgt,  dafs 

der  Logarithmus  eines  echten  Bruches  von  der  Form  eines 
Decimalbruchs  am  besten  gleich  einer  Differenz  gesetzt 
wird,  bei  welcher  der  positive  Teil  (der  Minuend)  die 
Mantisse  enthält,  die  mit  derjenigen  eines  Logarithmus 
übereinstimmt,  dessen  Numerus  gröfser  als  1  ist  und  aus 
denselben  Ziffern  besteht,  wie  jener  Decimalbruch,  der  ne- 
gative Teil  (der  Subtrahend)  aber  eine  ganze  Zahl  ist. 

lg  0,31416,  lg  0,000031416  erhalten  somit  dieselbe  Mantisse 
4971509,  wie  wir  sie  für  /^  3,1416  oder  /ör3141,6  u.s.  w,  im  23.Satze 
fanden. 

Bei  einer  solchen  Differenz  als  Logarithmus  eines  echten 
Bruches  unterscheidet  man  die  positive  Kennziffer,  welche  mit 
der  Mantisse  verbunden  ist  und  die  negative  Kennziffer,  die 
den  Subtrahend  bildet.  In  lg  0,0625  =  0,7998800  —  2  ist  demnach 
0,0625  der  Numerus,  0,7998800  —  2  der  Logarithmus,  7998800  die 
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Mantisse,  die  vor  derselben  stehende  0  die  positive  Kennziffer,  die 
Zahl  2  (nach  der  Mantisse)  die  negative  Kennziffer. 

IL  Für  die  Logarithmen  echter  Brüche  (Decimalbrüche)  exi- 
stieren 2  verschiedene  Formen,  die  sich  nur  hinsichtlich  der  posi- 
tiven und  negativen  Kennziffern  unterscheiden. 

1.  Form.  Die  positive  Kennziffer  ist  unveränderlich  0.  Die 
zugehörige  Mantisse  ist  gleich  der  Mantisse  eines  aus  denselben 
Ziffern  bestehenden  Numerus,  der  gröfser  als  1  ist  (s.  23.  Satz). 
Die  negative  Kennziffer  ist  —  w,  wenn  der  Numerus  in  der  ^i'*^" 
Decimalstelle  beginnt. 

Beispiele.     A/ 0,00031416?     Die  positive  Kennziffer  ist  =  0. 
Die    Mantisse   ist    die    des    /^  3,1416    oder   /// 31,416   u.  s.  w.,    also 
=  4971509.     Die   neo;ative  Kennziffer  ist  — 4,   weil  der  gegebene 
Numerus  in  der  4.  Decimalstelle  beginnt.     Daher: 
/^  0,00031416  =  0,4971509  —  4. 

lg  0,6  ?  Die  positive  Kennziffer  =  0.  Die  Mantisse  ist  die 
des  lg  6  oder  lg  60  u.  s.  w.,  also  =7781513.  Die  negative  Kenn- 
ziffer ist  — 1,  Aveil  der  Numerus  in  der  1.  Decimalstelle  beginnt. 
Daher  /^  0,6  =  0,7781513  —  1. 

/^  0,00000000000013579?     Die  Mantisse   von   Ig  1,3579   oder 
lg  13,579  u.  s.w.  ist  =1328678.    Die  negative  Kennziffer  = —  1^', 
weil  der  Numerus  in  der  13.  Decimalstelle  besinnt.     Daher: 
lg  0,00000000000013579  =  0,i3286"78—  13. 

Anmerkung.  Manche  kürzen  die  Logarithmen  0,4971509  —  4; 
0,7781513—1   unpassender  Weise  mit  4,4971509;  7,7781513  ab. 

2.  Form.  Die  Mantisse  ist  die  der  1,  Form  (also  auch  die 
des  23.  Satzes).  Die  negative  Kennziffer  ist  unveränderlich — 10. 
Die  positive  Kennziffer  ist  10  —  w,  wenn  der  Numerus  in  der 
n^^°  Decimalstelle  beginnt,  oder  speciell: 

Beginnt  der  Num.  in  der  l.Decimalst.,  so  ist  die  pos.  Kennz.  9, 

T)  n  r>         11       ??     "•  1?  »11        11        n  ^t  • 

u.  s.  w. 
Man   zähle    daher  von  der  1.  Decimalstelle  an  mit  9,  8,  7  .  .  . 
rückwärts   und    benutze  die  Zahl  als  pos.  Kennziffer,    bei  welcher 
der  Numerus  bcirinnt. 

;i  8  7  <; 
Beispiele.     /^  0,00031416      =6,4971509  —  10; 

/^0,7  =9,8450980  —  10; 

9  8  7  n  5  t 

lg  0,0000013579  =  4,1328678  —  10 ; 
lg  0,00456  =  7,6589648  —  10; 
lg  0,0000000567  =  2,7535831  —  10. 
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Wir  rechnen  vorzugsweise  mit  dieser  2.  Form,  da  dieselbe  ein 
weit  bequemeres  Rechnen  zuläfst  als  jene  erste.  Sie  kann  zwar 
nicht  benutzt  werden,  wenn  der  Numerus  in  der  11.  oder  einer 
spätem  Decimalstelle  beginnt,  jedoch  kommen  solche  Numeri  in 
der  Praxis  nicht  vor. 

Beweis.     /</ 3,1416  =  0,4971509  (s.  den  Beweis  im  23. Satze), 
/^  (3,1416: 10)  =  ^^3,1416  —  /^  10  (s.  16.  Satz),  d.i. 
/^  0,31416  =  0,4971509  —  1   (1.  Form!) 
=  9-1-0,4971509  —  1—9 
=  9,4971509  —  10  (2.  Form!) 
/^ (3,1416: 100)  =  /^ 3,1416  — /^  100,  d.i. 
/^ 0,031416  =  0,4971509  — 2  (1.  Form!) 
=  8  +  0,4971509  —  2  —  8 
=  8,4971509—10  (2.  Form!) 
u.  s.  w. 

III.  a.  Hat  umgekehrt  lg  x  die  Form  0,  .  .  .  .  — n  (1.  Form), 
so  beginnt  der  Numerus  x  in  der  w*^°  Decimalstelle. 

Beispiele.  /^a:=  0,3763944  — 5.  Die  Mantisse  376  ..  .  giebt 
für  den  Numerus  die  Ziffern  2379.  Die  negative  Kennziffer  5  sagt 
uns,  dafs  der  Numerus  x  in  der  5.  Decimalstelle  beginnt.     Daher: 

a:=  0,00002379. 
/^  2/ =  0,83 18698  — 2.     Die   Mantisse   831...   giebt   für   den 
Numerus  die  Ziffern  679.     Der  Numerus  y  beginnt  in  der  2.  Deci- 
malstelle, da  die  negative  Kennziffer  =  —  2.     Folglich: 

?/  =  0,0679. 
/^  ?  =  0,6674623 — 11.     Die  Mantisse   667...  giebt  für  den 
Numerus  die  Ziffern  46501.     Der  Num.  c  beginnt  in  der  11.  Deci- 
malstelle, weil  die  negative  Kennziffer  = — 11.     Daher: 
2  =  0,000000000046501. 

b.  Ist  k  irgend  eine  Isteilige  Zahl  und  hat  Ig  x  die  Form 
Ä,  .  . ,  .  ^ —  10  (2.  Form),  so  beginnt  der  Numerus  in  der  10  —  A^'''" 
Decimalstelle. 

Bei  lg  x  =  9,  .  .  .  — 10  beginnt  daher  der  Numerus  x  in  der 
1.  Decimalstelle; 
»     ^Z7  2/  =  8,  .  .  .  —  10  beginnt  er  in  der  2.  Decimalst., 
„     lg  z  =  l,  .  .  .       10         ,,        „     „     „     o.  „ 

u.  s.  w. 

I.Beispiel.  /i/.r  =  8,3763944  —  10.  Die  Mantisse  376... 
giebt  für  den  Numerus  die  Ziffern  2379.  Da  die  positive  Kenn- 
ziffer 8  ist,  so  beginnt  der  Numerus  x  in  der  10  —  8'^"  oder  2.  Deci- 
malstelle.    Daher  a:  =  0,02379. 
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Besser  ist  es,  auch  hier  von  der  1.  Decimalstelle  des  Numerus 
an  mit  9,  8,  7  .  .  .  rückwärts  zu  zählen.  Der  Numerus  beginnt  als- 
dann bei  der  Zahl,  die  der  positiven  Kennziffer  gleich  ist.  In  bezug 
auf  vorstehendes  Beispiel  ist  wegen  der  positiven  Kennziifer  8  rück- 
wärts bis  8  zu  zählen: 

0  8 

a;  =  0,0  .;  daher  a;=- 0,02379. 

2.  Beispiel.     /^ ?/  =  6,7318304  —  10. 

Die  Mantisse  731  ...  giebt  für  den  Numerus  die  Ziffern  5393. 

98  iG 

Wegen  der  positiven  Kennziffer  6 :  ?/  =  0,000 . 

daher  y  =  0,0005393. 

3.  Beispiel.  /</ z  =  9,6989700  —  10.  Die  Mantisse  698... 
giebt  für  den  Numerus  die  Ziffer  5,  denn 

/^  5  =  0,6989700,  7^50  =  1,6989700  u.  s.  w. 

Wegen  der  positiven  Kennziffer  9  aber  ist  c  =  0, .,  folglich: 

z  =  0,5. 

4.  Beispiel.     /^ m  =  3,1461280  —  10. 

Die  Mantisse  1461  ..  .  giebt  für  den  Numerus  die  Ziffern  14, 
folglich :  9  8  7  C  5  4  3 

2^  =  0,00000014. 

IV.  Dennoch  kommt  es  zuweilen  vor,  dafs  ein  in  der  Diffe- 
renzform  vorhandener  negativer  Logarithmus  in  eine  einzige  nega- 
tive Zahl  verwandelt  werden  mufs.  Wie  man  nun  3  —  11  durch 
—  (11  —  3)  =  —  8  berechnet,  so  würde  man  auch: 

/^.T  =  3,9220504— 10  in  —  (10  — 3,9220504)  =  —  6,0779496, 
7^^  =  0,3189700-4  in  —  (4  —  0,3189700)  =  — 3,6810300 
verwandeln. 


Offenbar  kann  hier  x  nur  mit 
7  7 


=  —13,38743 


—  0,5228787  0,5228787 

berechnet  werden. 

V.  Tritt  umgekehrt  ein  rein  negativer  Logarithmus  auf,  zu 
dem  der  Numerus  gesucht  werden  soll,  so  ist  derselbe  zunächst  in 
die  Differenzform  zu  bringen  und  zwar: 

a)  in  die   I.Form  dadurch,  dafs  man  die  nächsthöhere  ganze 
Zahl  addiert  und  subtrahiert.     Z.  B.: 

lgx=  —  3,0815612  =  4  —  3,0814612  —  4 
=      0,9185388     —4; 
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b)  in  die  2.  Form  dadurch,  dafs  man  -\-  \()  —  10  hinzugefügt. 
Z.B.: 

/^a:  =  — 3,0814612=10  — 3,0814612— 10 

==      6,9185388       —10. 

Nun  erst  kann  dieses  x  (beider  Beispiele)  bestimmt  werden. 
Denn  die  Mantisse  9185388  in  den  Tafeln  aufgesucht,  giebt  82897 
als  Ziffern  des  Numerus.     Daher  .r  =  0,00082897  (s.  111). 

25.  Einrichtung  des  logarithmischen  Handbuchs  von 
Bruhns.  Aufsuchen  der  unmittelbar  in  demselben  ent- 
haltenen Zahlen  (Logarithmen  und  Numeri). 

1.  Das  Werk  von  Bruhns  enthält  (ebenso  wie  die  meisten 
der  übrigen  7stelligen  Handbücher)  die  Logarithmen  von  10000 
bis  100000,  von  diesen  aber  nur  die  Mantissen,  da  die  Kennziffern 
je  nach  der  Stellung  der  Ziffern  des  Numerus  leicht  zu  ergänzen 
sind  (s.  den  Zus.  des  23.  Satzes). 

Seite  2  bis  5  befinden  sich  die  Mantissen  der  Logarithmen 
der  natürlichen  Zahlen  von  1  bis  1000.  Seite  3,  Zeile  1  findet  man 
z.  B.  für  lg  250  die  Mantisse  3979400.  Diese  Mantisse  gehört  aber 
auch  allen  Logarithmen  an,  deren  Numeri  durch  Verschiebung  des 
Komma  in  der  Zahl  250  entstehen  (s.  23.  u.  24.  Satz),     Es  ist  also : 

/y  250  =  2,3979400; 

/// 25  =  1,3979400  (s.  S.  2,  Mitte  der  1.  Spalte); 

/;/ 25000  =  4,3979400; 

Ifj  0,25  =  9,3979400  —  10  (oder  0,3979400  —  1)  u.  s.  w. 

H.  Der  aus  1  bis  5  Ziffern  bestehende  Numerus  ge- 
geben, der  zugehörige  Logarithmus  gesucht. 

a.     Die  Plaupttafel,   in  welcher  alle  Numeri  von  mehr  als 

3  Stellen  und  alle  gegebenen  Logarithmen,  resp.  Mantissen, 
aufzusuchen  sind,  ist  die  von  Seite  6  bis  185.  Die  ersten  4  Ziffern 
des  Numerus  sind  in  der  mit  N  über-  und  unterschriebenen  Spalte 
enthalten,  die  5.  Ziffer  des  Numerus  rechts  von  N  als  Über-  oder 
Unterschrift  der  übrigen  10  Spalten. 

Den  Numerus  48517  z.  B.  findet  man  S.  83  und  zwar  die 
ersten  4  Stellen  4851  in  der  2.  Zeile  der  N- Spalte,  die  5.  Stelle  7 
rechts  von  N  als  Überschrift  der  drittletzten  Spalte. 

In  der  mit  0  überschriebenen  Spalte  befinden  sich  3  abgeson- 
derte Ziffern.  Dies  sind  die  3  ersten  Ziffern  der  Mantisse.  Die 
in    den    mit    0,    l,   2    bis    9    überschriebenen    Sjialtcn    befindlichen 

4  stelligen  Zahlen  sind  die  4  letzten  Ziffern  (4.  bis  7.  Decimalstelle) 
der  Mantisse.     S.  59  findet  man  z.  B. 

in  der  1.  Zeile:  h/  36500  =  -,  5622929;  h/  36501  =•,  5623048: 
„  „  2.   .,   /.v  36510  =  -,  5624118;  /7  36519  =  -,  5625189; 
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in  der  6.  Zeile:  Iq  36550  =  -,  562S874;  lg  36556  =  -,  5629587; 
„     „     7.      „       /ry  36560  =  -,  5630062;  /<7  36561=-,  5630181. 
Folglich  ist: 

lg  36,5  =  1,5622929:  /</  36561  =  4,5630181 ; 

hl  0,0365  =  8,5622929—10;  hj  0,36561=9,5630181  —  10; 

/,/  3,65  =  0,5622929:  Uf  365,61  =2,5630181 ; 

1<I  3650000  =  6,5622929 ;  Uj  0,000036561  =  5,5630181  —  1 0. 

b.  Um  l(j  9,2608  zu  bestimmen,  sucht  man  zunächst  den 
Numerus  und  zwar  in  der  X-Spalte  die  vier  ersten  Stellen  9260 
auf.  Dieselben  finden  sich  S.  171,  11.  Zeile.  Da  die  5.  Stelle  des 
gegebenen  Numerus  8  ist,  so  sind  die  4  Ziffern  6485,  welche  sich 
in  der  8- Spalte  und  zugleich  in  jener  11.  Zeile  befinden,  die  4  letz- 
ten Ziffern  der  gesuchten  Mantisse.  Die  noch  fehlenden  3  Stellen 
der  Mantisse  966  findet  man  in  der  1.  Zeile  der  0 -Spalte. 

Da  ferner  die  Ganzen  des  gegebenen  Numerus  Isteilig  sind, 
so  ist  die  Kennziffer  0  und  folglich  /(/ 9,2608  =  0,9666485. 

/</  0,0027163?  Zunächst  sind  die  Ziffern  2716  in  der  N-Spalte 
und  die  5.  Stelle  3  rechts  von  N  aufzusuchen.  2716  findet  sich 
S.  40,  17.  Zeile.  Die  mit  3,  der  5.  Ziffer  des  gegebenen  Numerus, 
überschriebene  Spalte  enthält  in  dieser  Zeile  die  4  letzten  Ziffern 
9777  der  gesuchten  Mantisse.  Die  ersten  433  findet  man  5  Zeilen 
weiter  oben  in  der  0- Spalte. 

Da  ferner  der  Numerus  in  der  3.  Decimalstelle  beginnt,  so  ist 
A/ 0,0027163  =  7,4339777  — 10  oder  0,4339777  —  3. 

1.  Anmerkung.  Um  die  Logarithmen  schneller  aufzufinden, 
berücksichtige  man,  dafs  der  Numerus  auf  der  linken  Seite  auf- 
zusuchen ist,  wenn  die  3.  Ziffer  <  5  ist  (s.  das  letzte  Beispiel 
27163),  dagegen  auf  der  rechten  Seite,  wenn  die  3.  Ziffer  >  4  ist 
(s.  das  vorletzte  Beispiel  92008). 

2.  Anmerkung.  Da  die  mit  4  und  5  überschriebenen  Spalten 
durch  einen  stärkern  Strich  getrennt  sind,  so  weifs  man  sofort, 
dafs  z.  B.  die  2.  Spalte  nach  dem  starken  Striche  mit  6  über- 
schrieben ist,  ohne  diese  6  in  der  Übcrsclirift  aufzusuchen. 

3.  Anmerkung.  Die  5  letzten  Zeilen  jeder  Seite  unterhalb 
des  2.  N  (z.  B.  S.  83  unten  die  mit  48500 "  beginnenden  Zeilen) 
finden  erst  in  der  Trigonometrie  Anwendung. 

Noch  einige  Beispiele. 

Ul  0,7?  Da  l(j  7000,  lg  700,  lg  70,  lg  7,  lg  0,7,  lg  0,07  u.  s.w. 
gleiche  Mantissen  haben,  so  findet  man  die  zugehörige  Mantisse 
.,  8450980  auf  S.  126,     I.Zeile; 

ferner    „       4,     1.     „       letzte  Si)alte; 

„       „       2,  21.     „       2.  Mantis8ensj)alte; 
und     „       2,     8.     ,.        1.  ., 

Daher  lg  0,07=9,8450980—  10. 

24* 
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/(/  64,2?      Entweder   ist   64200   auf  S.  114   in   der   21.  Zeile 
oder   642  S.  4  in   der  mittelsten   Spalte   aufzusuchen.     Man  findet 
lg  64,2  =  1,8075350. 

lg  0,010759?  7.  Seite  findet  man  genau  in  der  Mitte  der 
N-Spalte  die  Zahl  1075  und  in  derselben  Zeile  in  der  9-Spalte 
(9  die  letzte  Stelle  des  Numerus)  die  Ziffern  7719  der  Mantisse, 
1  Zeile  weiter  oben  in  der  0- Spalte  die  Ziffern  031  der  Mantisse. 
Daher  /// 0,010759  =  8,0317719  —  10  oder  0,0317719  —  2. 

c.  S.  165  ist  jede  Mantisse  um  49  oder  48  (Einheiten  der 
7.  Decimalstelle)  gröfser  als  die  vorhergehende.  (Diese  Differenzen 
findet  man  in  der  letzten  mit  P.  P.  bezeichneten  Spalte  I)  Z.  B. 
in  der  1.  Zeile:  ^^  89502  =  .,  9518327 

lg  89501  =  .,9518279 
Differenz  48. 
Auch  lg  89537  ist  um  4S  gröfser  als  lg  89536.    Da  nun  (siehe 
4.  Zeile)  /// 89536  = .,  9519977,    so    erhält    man    durch 

Addition  von  48 

lg  89537  = . ,  9520025. 

Hieraus  folgt,  dafs  von  den  4  Ziffern  0025  an  nicht  die  in 
der  0-Spalte  w^eiter  oben  befindlichen  Ziffern  951,  sondern  die 
in  der  folgenden  Zeile  verzeichneten  952  vorzusetzen  sind. 

Befindet  sich  mithin  über  der  viertletzten  Stelle 
der  Mantisse  ein  horizontaler  Strich,  so  sind  die 
3  ersten  Stellen  der  Mantisse  zwar  auch  in  der 
0-Spalte,  aber  in  der  folgenden  Zeile  aufzu- 
suchen. 

Beispiele. 

S.  125,  I.Zeile:  /// 6950200  =  6,8419973, 
dagegen:  /^  69507      =4,8420285, 
/<7  69,503     =1,8420036. 
S.  33,  6.  Zeile:  /r/ 2,3550    =0,3719909, 
dagegen:  /</ 235,59    =2,3721569, 

lg  0,23551  =9,3720094  -  10. 

Anmerkung.  Aufser  dieser  überstrichenen  viertletzteu  Stelle 
findet  mau  zuweilen  in  der  letzten  Stelle  der  Mantisse  eine  über- 

strichene   5,    z.  B.  S.  83,  1.  Zeile  7955    (4.  bis  7.  Decimalstelle  des 

lg  48506).     Diese  5  bedeutet,  dafs  der  vollständigere  Logarithmus 

in  der  8.  Decimalstelle  eine  Ziffer  enthielt,  die  >  4  war,  nämlich : 

lg  48506  =  .,  68579546243  .  .  . 
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Dieser  Decinialbruch  auf  7  Stellen  abgebrochen  (s.  §.  40),  gab 
mithin  für  die  Tafeln: 

lg  48506  = . ,  6857955. 

In    /(/ 48505  =  .,  6857S65    dagegen    ist    die    5   in   der   letzten 
(7.)  Decimalstelle  nicht  überstrichen,  weil  der  vollständigere  Loga- 
rithmus in  dieser  Stelle  schon  5  enthielt.     Es  ist  nämlich: 
l(f  48505  =  .,  68578650892  .  .  .,  daher  auf 
7  Stellen:  ly  48505  =  .,  6857S65. 

Diese  Unterscheidung  läfst  stets  ein  richtiges  Abbrechen  der 
Mantisse  auf  weniger  als  7  Stellen  zu.  Will  man  z.  B.  die  Loga- 
rithmen Östellig  benutzen,  so  ist: 

1(1  4S505  = . ,  685787  \   Vergl.  die  7stelligen 
/ry  48506  =  .,  685795  i    Mantissen  der  Tafeln! 

111.  Der  Logarithmus,  dessen  Mantisse  unmittelbar 
in  den  Tafeln  enthalten  ist,  sei  gegeben,  der  zugehörige 
Numerus  werde  gesucht. 

Die  3  ersten  Ziffern  der  Mantisse  sucht  man  in  der  0- Spalte 
und  rechts  von  diesen  in  den  4stelligen  Zahlen  die  4  letzten  Stellen 
der  Mantisse  auf.  Links  von  diesen  letztern  in  der  N- Spalte  findet 
man  die  4  ersten  Stellen  des  Numerus.  Die  Zitier,  welche  der 
jene  4  letzten  Stellen  der  Mantisse  enthaltenden  Spalte  überschrie- 
ben ist,  bildet  die  5.  Stelle  des  gesuchten  Numerus. 

I.Beispiel.  /r/x-  =  4,5986483.  Die  Ziffern  598  der  gegebe- 
nen Mantisse  sind  in  der  0 -Spalte  aufzusuchen.  Man  findet  sie 
S.  65,  U.Zeile.  Da  diese  598  aber  für  alle  Logarithmen  der  14. 
bis  22.  Zeile  gilt,  so  hat  man  noch  die  Zift'ern  6483  der  gegebenen 
Mantisse  rechts  von  598  in  den  4steHigcn  Zahlen  dieser  9_  Zeilen 
aufzusuchen.  Man  findet  sie  in  der  19.  Zeile  in  der  mit  7  über- 
schriebenen  Spalte.  Diese  7  bildet  mithin  die  5.  Ziffer  des  gesuch- 
ten Numerus.  Links  von  jenen  Ziffern  6483  findet  man  in  der 
N-Spalte  die  ersten  Stellen  3968  des  Numerus.  Wegen  der  Kenn- 
ziffer 4  des  iregebenen  Logarithmus  ist  der  Numerus  eine  östellige 
Zahl.     FolgHch  a-  =  39687. 

Wäre  nicht  jener  Logarithmus,  sondern  /(/.r=  6,5986483 — 10 
ijegeben  (die  Mantisse  dieselbe  imd  nur  die  Kennziffer  verschieden), 
so  würde  das  Aufsuchen  genau  dasselbe  gewesen  sein  imd  zu  den- 
selben 5  Ziffern  39687  des  Num(rus  geführt  haben,  nur  wäre  der 
Kennziffern  0,  ...  —  10  wegen  .r  ^  (),OOo;59687. 

2.  Beispiel.  /// y  =  0,5308909.  Seite  53  findet  man  Inder 
0-Spalte  12  Zeilen  oberhalb  des  untern  N  die  Ziffer  530  der  ge- 
gebenen Mantisse,  6  Zeilen  oberhalb  desselben  N  in  der  mit  4  über- 
schriebenen  Spalte  die  letzten  Stellen  8909.  Diese  4  bildet  mithin 
die   5.  Stelle    des    Numerus,    welcher    die    links    von    8909    in    der 
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N-Spalte  befindliche  Zahl  3395  vorzusetzen  ist.  Daher  sind  die 
Ziffern  des  Numerus  33954.     Wegen  der  Kennziffer  0  ist 

?/  =  3,3954. 

■  S.Beispiel.  /^ 2  =  7,6080 123.  Die  Ziffern  COS  der  gegebe- 
nen Mantisse  in  der  0- Spalte  aufzusuchen.  Man  findet  sie  S.  67, 
Zeile  7.  Diese  Ziffern  608  gelten  aber  nicht  blofs  für  die  Loga- 
rühmen  der  Numeri  40560  bis  40644,  sondern  auch  für  die  in  der 
6.  Zeile  befindlichen  Logarithmen  der  Numeri  40551  bis  40559, 
denn  bei  diesen  ist  die  viertletzte  Stelle  mit  einem  Striche  versehen 
(s.  II,  b).  Da  nun  schon  /y  40560  =  .,  6080979  gröfser  als  der 
gegebene  Logarithmus  6080123  ist,  so  mufs  offenbar  der  letztere 
schon   in   der  Zeile  vorher  enthalten  sein.     Man  findet  auch  wirlc- 

lich  0123  in  der  6.  Zeile  in  der  mit  2  überschriebenen  Spalte.   Diese 

2  bildet  mithin  die  5.  Stelle  des  Numerus.  Links  von  0123  in  der 
N-Spalte  trifft  man  auf  die  4  ersten  Stellen  4055.  Der  gesuchte 
Numerus  hat  mithin  die  Ziffern  40552.  Der  Kennziffer  7  wegen 
ist  der  Numerus  Sstellio;.     Folglich  2:^40552000. 

4.  Beispiel.  (9  2^  =  9,4715851  —  10.  Seite  45,  Zeile  13  findet 
sich  für  die  gegebene  Mantisse  der  Numerus  29620.  Wegen 
9,  .  .  .  —  10  beginnt  der  Numerus  in  der  1.  Decimalstelle.  Folglich 
2^  =  0,29620  oder  0,2962. 

5.  Beispiel  /</ z;  =  0,8790328  —  13.  Die  hier  gegebene  Man- 
tisse gehört  dem  Numerus  75689  (s.  S.  137,  Zeile  19)  an,  denn  die 

Tafeln  zeigen  hier  0328  und  folglich  sind  die  Ziffern  879  der  fol- 
genden Zeile  die  zugehörigen  3  ersten  Stellen  der  Mantisse.    Wegen 

0,  ...  —  13  beginnt  der  Numerus  in  der  13.  Decimalstelle,  mithin 
ist  2^  =  0,00000000000075689. 

6.  Beispiel.  ///w  =  2,9030900.  S.  146,  I.Zeile,  0-Spalte  giebt 
für  den  Numerus  80000;  weil  aber  die  Kennziffer  2  ist,  so  ist  der 
Numerus  3  stellig.     Daher  ?<•  =  800,00  =  800. 

26.  Der  Numerus  von  mehr  als  5  Stellen  gegeben, 
der  Logarithmus  gesucht. 

I.  Gewisse  Eigenschaften  der  Zahlenreihen  mathe- 
matischer Tafeln. 

a.  Verändert  man  gegebene  Zahlen  nach  einem  bestimmten 
Gesetz,  so  nennt  man  jede  hierdurch  erhaltene  Zahl  eine  Funktion 
der  gegebenen  Zahl.     Bildet  man  z.  B.  von  den  natürlichen  Zahlen 

1,  2,  3,  4  .  .  .  die  Quadratzahlen  1,  4,  9,  16  .  .  .,  so  ist  die  Quadrat- 
zahl 9  eine  Funktion  von  3,  die  Quadratzahl  49  eine  Funktion 
von  7.  Die  Logarithmen  sind  mithin  Funktionen  der  gegebeneu 
Numeri,  da  sie  aus  den  letztern  nach  dem  Gesetze 
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lg  nat  (1  +  «)  =  « -j — :;-  .  .  .  oder 

2  o 

Ig  ruig  ( l  +  a)  =  0,43429448  \a—-^-\--^.. 
entstanden  sind. 

b.  Finden  gewisse  Funktionen  öfter  Anwendung,  so  stellt 
man  dieselben  in  einer  Tafel  den  gegebenen  Zahlen ,  aus  welchen 
sie  entstehen,  gegenüber.  Die  in  der  1.  Spalte  enthaltenen  Zahlen, 
von  -welchen  die  in  der  2.  Spalte  enthaltenen  Funktionen  gebildet 
sind,  nennt  man  das  Argument.  Eine  solche  Tafel  läfst  sich 
vorzüglich  dann  bequem  benutzen,  wenn  die  Zahlen  des  Arguments 
in  sfleichen  Differenzen  fortschreiten.     Z.  B.: 


Argiuu. 
X 


Funktion 

Vx 


1 

VJ^\ 

2 

V2=  1,41421 

S 

yj=  1.73205 

4 

yT=2 

5 

}/5"=  2,23068 

u.  s.  w. 

c.   Die  Differenzen  der  Funktionen  können  gleich  und  ungleich 
sein.     Z.  B. 


Argument 

Funktion 

Differenz 

Röaumui- 

(••■Isius 

der  Funktion 

o'' 

\' 

2" 
3" 
4« 

0 

1^25 

2,50 

3,75 

5 

1,25 
1,25 
1,25 

1,25 

Dl 

Gleiche 
Differenzen. 


Argument 


Numerus 


Mantisse 


Differenz 
der  Funktion 


20001 

20002 
20003 
20004 


3010517 
3010734 
3010951 
3011168 


217  ] 
217   ' 

217 


Gleiche 
Differenzen. 


A 
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Argument 


Numerus 


11 

12 
13 
14 


Mantisse 


Differenz 
der  Funktion 


0414 
0792 
1139 
1461 


o^Y    I    Ungleiche 
09«)   I  Differenzen. 


B 


Berechnet  man  die  Funktion  Yl-^-x,  indem  man  für  x  der 
Reihe  nach  die  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe  setzt,  so  er- 
hält man : 


Argument 


Vi-h. 


Differenz 
der  Funkt. 


]/l  +  1  =  )/2^  1,4142 

yr+2~=  yY=  1,7321 
yi+3= yr=  2,0000 

yi+4  =  "I/5  =  2,2361 


0,3179 
0,2679 
0,2361 


A' 


Setzt   man   in   derselben   Funktion   für  x  die  Werte   0,0001, 
0,0002,  0,0003  u.  s.  w.,  so  ergiebt  sich: 


Argument 

Funktion 

Differenz 

X 

Vl-hx 

der  Funkt. 

0,0001 
0,0002 
0,0003 
0,0004 

yii+ 0,0001  =0,00005 
yi +0,0002  =  0,00010 
yi +0,0003  =  0,00015 
y  1  +  0,0004  =  0,00020 

0,00005 
0,00005 
0,00005 

B' 


Obgleich  sowohl  in  A  und  A'  als  auch  in  B  und  B'  die  Zah- 
len des  Arguments  in  gleichen  Diiferenzen  fortschreiten,  zeigen 
dennoch  die  Funktionen  in  B  und  A'  ungleiche,  in  A  und  B' 
gleiche  Differenzen. 

Der  Grund  dieser  Erscheinung  läfst  sich  leicht  einsehen,  wenn 

man  y]  -\- x  nach  §.  70,  II,  4.  Beisp.  auflöst: 


yi+x=i+|- 


+ 


16 


Berechnet  man  yi  +:r  mittelst  der  vorstehenden  ßeihe  und 
zwar  mit  a;  =  0,0001,  0,0002,  0,0003  u.  s.  w.  auf  5  Decimalstellen, 
80  erhält  man: 
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Argoment 

Funktion 

9 

Differenz 

X 

yi+a;= 

der  Funkt. 

0,0001 
0,0002 
0,0003 

0,0001 
'        2 
,    .    0,0002 

0,00000001     _,_^^^„. 

o 

'^'^^^^^^^^              1  00010 

0,00005 

^+      2 
^   ,    0,0003 

0,00000009              j^^,^jj 

0,00005 

^  '        2 

o 

Die  Differenzen    müssen    hier  gleich  sein  (vergl.  oben  B'),    da 

3 

.  .  .  keinen  Einflufs  auf  die  5.  Deeimal- 


3C  ^ 

die  Werte  von o   +  ttt 

ö         Ib 


stelle  ausüben. 

Berechnet  man  dagegen  dieselbe  Reihe  mit  .<:=1,2,  3, 
so  ersiebt  sich: 


X 


i+f 


X        .      X 


1 

^2        8  ^  16 

2 

^2        8  ^  16 

3 

'^2        8  ^  16 

Da  hier    die  Glieder  mit  x' ,  x   .  .  ,   nicht    vernachlässigt  wer- 
den können  und  diese  selbst  in  ungleichen  Differenzen  fortschreiten 

in  bezug  auf  j"  z.  B.  — -,  — ,    —  ...  1,  so  müssen  auch  die  Funk- 


tionen ungleiche  Differenzen  zeigen  (s.  oben  A). 

Analoge  Erscheinungen   müssen  aber  auch  bei  den  Logarith- 
men auftreten,  denn  es  ist: 


l(j{\^)^x)=lg 


"('+lr)]='»"'+'"('+-Rr) 

=  1  +  0,43429448  ly  nat[\-{-^^ 
(s.  11.  Satz,   1.  Zus.) 
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0,43429448 [-^ - 1(^)  V  ^    ^  "^ 


10  /    '    3  V  10 
(s.  1.  Satz,  Gleichung  A) 
=  1  +  0,043429a;  —  0,00217  a-"  .  .  . 

Setzt  man  hier  a;=l,  2,  3  .  .  .,  berechnet  man  also: 
/^(lO  +  l),  /</(10  +  2),  /^(10  +  3)...,  d.i. 
hfW,  Ign,  Ign..., 

so  können  die  Glieder  mit  x  ,  x  .  .  .  nicht  vernachlässigt  werden, 
da  sie  offenbar  auf  die  7.  Decimalstelle  von  Einflufs  sind.  Aber 
schon  das  Glied  0,00217a:"  bewirkt  ungleiche  Differenzen  (siehe 
oben  B),  denn  dasselbe  wird  mit  a;=l,  2,  3  .  .  .  der  Reihe  nach 

0,00217-1,  0,00217-4,  0,00217-9. 
Zwischen  der  1.  und  2.  dieser  Zahlen  ist  die  Differenz  =  0,00217-3, 
zwischen  der  2.  und  3.  jedoch  =0,00217-5. 

Dagegen  ist: 

lg  (20000 +  a;)  =  /</ [20000  (l+ 2Ö"oOo). 

a: 
20000 


=  /^  20000 -i-  Ig  fl-f 

=  4,3010300  4-  0,434  ...lg  nat  (  1  +  2Ö^) 

=  4,3010300  -|-  0,434294  \ 


20000 


2  V 20000  /  ~ 


=  4,3010300  + 0,0000217147  a: 

—  0,00000000027  x  +  .  .  . 
Setzt  man  hier  der  Reihe  nach  a;=  1,  2,  3  .  .  .,  berechnet  man 
'^^^^  hl  (20000  +  1),  lg  (20000  +  2),  hj  (20000  +  3)  .  .  .,  d.  i. 

lg  20001 ,  lg  20002,  lg  20003  .  .  . 

so  üben  die  Glieder  mit  x  ^  x  .  .  .  keinen  Einflufs  auf  die  7.  Deci- 
malstelle aus.     Es  ist  daher: 

lg  (20000  +  .»•)  =  4,3010300  +  0,000021715a-. 

Für  a;=l,  2,  3  .  .  .  erscheinen  nun  gleiche  Difterenzen,  weil 
jeder  Logarithmus  um  0,000021715- 1  grölser  als  der  vorhergehende 
werden  muls.     (S.  oben  A). 

Schreiten  folglich  (wie  im  logarithmischen  Handbuch)  die 
Numeri  in  Differenzen  fort,  die  im  Verhältnis  zu  den  Numeri  selbst 
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sehr  klein  sind  (•20002  —  20001  =  1  im  Verhältnis  zu  20001  sehr 
klein),  so  müssen  die  Mantissen  gleiche  (oder  doch  wenigstens  nahe 
gleiche)  Differenzen  zeigen  (s.  A). 

Schreiten  dagegen  die  Numeri  in  Differenzen  fort,  die  im 
Verhältnis  zu  den  Numeri  selbst  grofs  genug  sind  (12 — 11  =  1 
im  Verhältnis  zu  11  grofs),  so  müssen  die  ^lantissen  ungleiche 
Differenzen  zeigen  (s.  B.) 

d.  Berechnet  man  der  Reihe  nach  für  a*^0,  1,  2,  3,  ...  die 
AVerte  der  beliebig  angenommenen  Funktion  0,5678  +  0,000438a-, 
so  erhält  man  foljrende  Tabelle: 


Argument  |                     Funktion 

Differenz 

X         0,5678 +  0,00043Sx 

der  Funkt. 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

0,567800 
0,568238 
0,568676 
0,569114 
0,569552 
0,569990 
0,570428 
0,570866 

438 
438 
438 
438 
438 
438 
438 

Hier  zeigen  die  Werte  der  Funktion  gleiche  Differenzen  (jede 
=  438).  Dieselbe  Funktion  v.ürde  auf  4  Decimalstellen  berechnet 
die  nachstehende  Tabelle  geben : 


0 

0,5678 

1 

0,5682 

2 

0,5687 

3 

0,569! 

4 

0,5696 

5 

0,5700 

6 

0,5704 

7 

0,5709 

Die  Differenzen  schwanken  in 
dieser  2.  Tabelle  zwischen  den 
beiden  in  der  natürlichen  Zahlen- 
reihe auf  einander  folgenden  Zah- 
len 4  und  5  hin  und  her. 


Hieraus  folgt,  dafs  die  Differenzen  einer  Zahlenreihe  mit 
abgebrochenen  Decimalbrüchen  als  gleiche  anzusehen  sind, 
Avenn  sie  zwischen  2  auf  einander  folgenden  Zahlen  der  natürlichen 
Zahlenreihe  hin-  und  herschwanken. 

Wenn  also  die  Logarithmen  der  Numeri  30500,  30501,  30502 
U.S.W,  der  Keihe  nach"  die  Differenzen  143,  142,  143,  142,  142, 
143,...    zeigen    (s.  Bruhns,  S.  47,   I.Zeile),    so   kann   man  anneh- 
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men,    dafs    die   Ungleichheit   der   Differenzen    nur   eine  Folge    der 
abgebrochenen  7.  Decimalstelle  ist. 

Selbstverständlich  können  die  Differenzen  nur  für  eine  geringe 
Anzahl  auf  einander  folgender  Mantissen  als  gleich  (nahe  gleich) 
betrachtet  werden,  da  sie  nach  und  nach  immer  mehr  abnehmen 
(von  S.  6  bis  S.  185  von  4.35  bis  auf  43). 

e.  Sucht  man  zu  einer  Zahl,  die  sich  nicht  unmittelbar  im  Argu- 
ment vorfindet,  mittelst  der  gegebenen  Zahlen  der  beiden  Zahlen- 
reihen die  zugehörige  Funktion,  so  nennt  man  dies:  Interpolie- 
ren. Soll  z.  B.  aus  den  Zahlen  der  Tabelle  A  (im  Abschnitt  c) 
zum  Numerus  20001,75  (=  20001|)  der  Logarithmus  berechnet 
werden,  so  könnte  die  Interpolation  mit  Rücksicht  auf  die  gleichen 
Differenzen  durch  Anwendung  der  Proportionalität  in  folgender 
Weise  ausgeführt  werden. 

Nimmt  die  Zahl  des  Arguments  stets  um  1  (von  20001 
bis  20002,  von  20002  bis  20003  u.  s.  w.)  zu,  so  nimmt  die 
Mantisse  stets  um  217  (von  3010517  bis  3010734,  von 
3010734  bis  3010951  u.  s  w.)  zu.  Um  wie  viel  mufs  die 
Mantisse   3010517    zunehmen,    wenn   die   Zahl   des    Argu- 

"   (von  20001   bis  2000 1|)  zunimmt? 


ments  um    , 
4 

Antwort:     Um 
Mantisse 


217  =  162|-.      Folglich    ist   die    gesuchte 


=  3010517  +  1621 
=  301051 7  +  163  =  3010680 
und  daher  /</ 20001,75  =  4,3010680. 

f.  Eine  solche  Interpolation  durch  einfache  Proportionalität 
ist  nicht  anwendbar,  wenn  die  Zahlen  des  Arguments  zwar  gleiche, 
die  Funktionen  aber  ungleiche  Differenzen  zeigen. 


Beispiel. 


Kuben 


X 


Diffe- 
renzen. 


5 

7 

9 

11 


125 

343 

729 

1331 


218 
386 
602 


Aus  den  Zahlen  die- 
ser Tabelle  möge  der 
Kubus  von  6  gleichfalls 
mittelst  der  Proportio- 
nalität gesucht  werden. 


Steigt  die  Zahl  um  2  (von  5  bis  7),  so  steigt  die  Funktion 
von  125  auf  343,  d.  i.  um  218.  Um  wie  viel  mufs  125  steigen, 
wenn  die  Zahl  nur  um   1   (von  5  auf  6)  steigt? 

Antwort:     Bei  2:218,  folgHch 
bei  1  =  109. 
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Der  Kubus  von  6  wäre  demnach  125 -|- 109  =234,  während 
derselbe  in  Wirklichkeit  216  beträgt.  Der  Fehler  liegt  darin,  dafs 
die  Differenzen  der  Funktionen  ungleich  sind  (218,  386  .  .  .)  und 
auch  zwischen  den  Kuben  von  5,  6  und  7  ungleich  sein  werden, 
so  dafs  man  für  das  Argument  6,  d.  i.  für  die  Mitte  zwischen  ö 
und  7,  nicht  auch  die  Mitte  zwischen  125  und  343  für  die  gesuchte 
Funktion  erhalten  wird. 

Wegen  der  ungleichen  Differenzen  läfst  sich  daher  auch  nicht 
/y  12  aus  /<yll  und"  ///13  der  Tabelle  ß  (s.  Abschn.  c)  durch  ein- 
fache Proportionalität  ableiten. 

II.  Da  die  auf  einander  folgenden  Differenzen  der  Mantissen 
in  Bruhns  Logarithmen  von  Seite  6  an  entweder  ganz  gleich  sind 
(s.  1,  c.  A),  oder  zwischen  2  auf  einander  folgenden  Zahlen  der 
natürlichen  Zahlenreihe  hin-  und  herschwanken  und  daher  als  ur- 
sprünglich gleich  betrachtet  werden  können  (s.  I,  d),  so  wird  man 
auch  immer  zu  einem  gegebenen  Numerus,  der  nicht  unmittelbar 
in  den  Tafeln  enthalten  ist,  also  zu  einem  Numerus,  der  aus  mehr 
als  5  Ziffern  besteht,  den  zugehörigen  Logarithmus  durch  Inter- 
polation mittelst  einfacher  Proportionalität  finden  können. 

Es  sei  z.  B.  Ig  15601,7  zu  bestimmen. 

Wie  in  I,e:    /(/20001|   aus   den  Mantissen   von  A/ 20001   und 
/</ 20002  gesucht  wurde  und  hierzu  liauptsächHch  die  Differenz  217 
der  beiden  Mantissen  nötig  war,  so  kann  auch  hier  lg  15601,7  aus 
/«  15601  =  1931524  \    ,^     ,         ^   ,-    ,,  y-,. 
ig  15602=1931803  i   ^^^"^"^''  ^'^'^  ^^'^^'^'^ 
und  der  Differenz  dieser  beiden  Mantissen  gefunden  werden. 

Anstatt  aber  diese  Differenz  durch  die  vollständige  Subtraktion 
803 — 524  zu  berechnen,  genügt  es,  die  Subtraktion  nur  hinsicht- 
lich der  letzten  Stelle  auszuführen.     Hier  ist 
.  .  .  1803—1521=  ...» 
und  man  weifs,  dafs  die  Differenz  sich  auf  9  endigt. 

Da  nun  die  letzte  mit  P.  P.  (Partei-  proporüonaks  =  Propor- 
tionalteile) bezeichnete  Spalte  für  diese  Seite  als  Differenz  der  Man- 
tissen 281,  280,  279  bis  271  angiebt,  so  sucht  man  sich  aus  diesen 
Zahlen  diejenige  heraus,  die  sich  auf  9  endigt  und  der  11.,  jenen 
/7I5GOI  enthaltenden  Zeile  am  nächsten  liegt.  Es  ist  die  Diffe- 
renz 279. 

Steigt  also  der  Numerus  um  1  (von  15601  auf  15602),  so 
steigt  die  Mantisse  um  279  (von  1524  auf  1803).    Steigt  daher  der 

Numerus  nur  um  -77-  =  '^,^   (von  15601  auf  15601,1),  so  steigt  die 

Mantisse  auch  nur  um     ~~  der  Differenz  279,  d.  i.  um  27,9  (also 
von   1931524  auf  1931524-^27,9), 
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steigt  der  Num.  um  0,2,  so  steigt  die  Mant.  um  2-27,9  =  50,8, 
„       „         „       „    0,3,   „      „        „        .,       „    3-27,9  =  83,7, 
„       „        ,,       „    0,7  (von  15601  auf  15601,7,  siehe  d.  Aulg.), 
so  steigt  die  Mant.  um  7-27,9  =  195,3,  d.  i.  von  1931524  auf 

1931524 
+  195,3,  folglich  ist 

/«7 15601,7=.,  1931719. 

Da  die  Mantisse  1931524  als  abgebrochener  Decimalbruch 
schon  in  der  7.  Decimalstelle  nicht  ganz  richtig  ist,  die  fehlende 
S.  Stelle  also  auch  nicht  =0  ist,  so  müssen  die  über  die  7.  Decimal- 
stelle hinausgehenden  Stellen  (hier  die  3  der  Zahl  195,3)  gleich- 
falls abgeworfen  werden. 

Die  Proportionalteile  der  Differenz  der  Mantisse  für  die 
Zehntel  (der  6.  Stelle)  des  Numerus  hat  man  nicht  erst,  wie  es 
vorstehend  geschehen  ist,  zu  berechnen,  sondern  findet  sie  unmittel- 
bar in  der  mit  P.  P.  bezeichneten  Spalte: 

279 


für  -rir  unseres  Beispiels:   7 
10  ' 


27,9 
55.8 

83,7 


195,3 


(Bruhns,  S.  17). 


2.  Beispiel.     /</ 2,38429? 

S.  33  findet  man  zunächst  lg  23842  =  .  ,  3773427.  Aus  die- 
sem Logarithmus  und  dem  nächsthöhern  /(/ 23843  =.,  3773609 
findet  man  ...9  —  ..7=.. .3  als  letzte  Stelle  der  Differenz  der 
beiden  Mantissen  und  mithin  ist  die  vollständige  Differenz  die  in 
der  Spalte  P.  P.  angegebene  Zahl  183.  Steigt  mithin  der  Numerus 
um  1  (von  23842  auf  23843),  so  steigt  die  Mantisse  3773427  um 
182.  Steigt  der  Numerus  um  0,1,  so  steigt  die  Mantisse  um  18.2; 
steigt  der  Numerus  um  0,9  (von  23842  auf  23842,9,  s.  die  Aufg.', 
so  steigt  die  Mantisse  um  9-18,2=163,8,  welche  Zahl  ohne  Mul- 
tiplication  unmittelbar  in  der  Spalte  P.  P.  in  den  Proportinonal- 
teilen  zur  Differenz   182  gefunden  wird. 


Folglich : 


3773427 
163,8 


/<7  23842,9  =  4,3773591 
und  daher  der  gesuchte  /<;  2,38429  =  0,3773591. 

3.  Beispiel.     /^  2,384296? 

Für    die   ersten  6  Stellen  23842,9   dieses  Numerus   wurde  im 
2.  Beisp.    die   Mantisse   3773427 -f  163,8   gefunden.     Da  23842,86 
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noch  um  — —    gröfser    als   23S42,9    ist   und  die  Mantisse  für  — 

des  Numerus  um  109,2  (siehe  die  DifFerenztafel  zu  1S2  in  P.  P.)  zu 

vermehren  ist,  so  mufs  dies  für  des  Numerus  109,2:  10=10,92 

betragen.     Daher  die  gesuchte  Mantisse: 

3773427 
+         163,8 
+  10,92  und  folglich 

/^  2,384296  =  0,3773602. 

Offenbar  hätte  man  auch  die  Proportionalteile  109,2  unver- 
ändert der  Diiferenztafel  in  P.P.  entnehmen  und  addieren  können, 
wenn  man  sie  eine  Stelle  nach  rechts  gesetzt  hätte: 

/<7  23842      =3773427       1 

9                 163,8    [  (aus  der  Diff.  182) 
6 109,2  I 

/^^  2,384296  =  0,3773602. 

Diese  Beispiele  führen  zu  der  folgenden  Regel  für  das  Be- 
stimmen einer  Mantisse: 

Zunächst  sucht  man  die  Mantisse  für  die  ersten  5 
■Stellen  des  Numerus  (die  als  Ganze,  die  6.  Stelle 
als  Zehntel,  die  7.  Stelle  des  Numerus  als  Hunder- 
tel zu  betrachten  sind).  Die  letzte  Stelle  der  in 
den  Tafeln  nächstfolgenden  Mantisse  um  die  letzte 
Stelle  jener  zuerst  aufgesuchten  vermindert,  giebt 
die  letzte  Stelle  der  Differenz  beider  Mantissen 
und  damit  die  vollständige  Differenz  in  der  Spalte 
P.  P.  In  derselben  S|)alte  sucht  man  alsdann  in 
der  betr.  Differenztafel  im  Argument  links  die 
6.  Stelle  (die  Zehntel)  des  Numerus  auf,  um  die 
rechts  daneben  stehenden  Proportionalteile  un- 
Teräntlert  zu  der  schon  aufgesuchten  Mantisse  zu 
addieren.  Für  jede  nachfolgende  Stelle  des  Nu- 
merus rückt  man  die  Proportionalteilc  der  Man- 
tisse  1   Stelle  nach  rechts. 

4.  Beispiel.     /^  0,030500695? 

Nachdem  /{/  30500  aufgesucht  worden  ist,  subtrahiert  man  die 
letzte  Stelle  8  der  zugehörigen  Mantisse  .  .  .  2998  von  der  letzten 
Stelle  1  der  in  den  Tafeln  nächstfolgenden  Mantisse  ....  3141. 
Diese  Differenz  ...  3  ist  die  letzte  Stelle  der  Differenz  1415  (siehe 
P.  P.)  der  beiden  Mantissen.     Daher: 
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lg  30500       =  4842998 
6  85,8 

9  128,7 

5  71,5 


(aus  der  DifF.  143) 


lg  0,030500695  =  8,4843097  — 10. 
5.  Beispiel,     /ö' 568890874500? 


0  0,0 ;  denn  7,6-0=0!]  (aus  der  Diff '. 

«  60,8  76  =  035» 


lg  56889  =      7550283 

>, 
)( 
53^2  j  —  0283) 

lg  568890874500  =  1 1,7550290. 

Die  Proportionalteile  der  Ziffern  45  des  gegebenen  Numerus 
üben  auf  die  7.  Decimalstelle  der  Mantisse  keinen  Einflufs  aus. 

6.  Beispiel.     /</ 237,58121  ? 
hj  23758        =    3758099 

9  "ift  R     '     (^^^  ^^^  Differenz 

^ ^  '^ J'g^3   '  1 83  =  828a  —  809» ) 

/<^  237,58121  =2,3758121. 

(Man  vergleiche  die  Ziffern  des  Numerus  mit  denen  des  Lo- 
garithmus I     Gleiche  Übereinstimmung  zeigen 

lg  3550,2602:  lg  46692,469;  lg  576045,69;  lg  68347f0,8: 
lg  78974890;  lg  895191600;  lg  110430907000; 
lg  1208214400000.) 

Zusatz,     lg  49f\   denkt   man    sich   entweder  als  lg  49,27273 

542 
oder  als  lg  — tt"  und   berechnet   den   letztem  nach   dem  1 6.  Satze 

mit  lg  bA1  —  lg  1 1  =2,7339993  —  1,0413927  =  1,6926066. 

14 
^/-nr  würde  nur  mit  lg  \A  —  /^  47  zu  bestimmen  sein  (siehe 

14    .       . 
29.  Satz!),  weil  die  Verwandlung  des  Bruches  -jr-  in  einen  Deci- 

malbruch  zu  zeitraubend  wäre. 

Nur  wenn  der  Numerus  eine  gemischte  Zahl  ist,  bei  welcher 
die  Ganzen  aus  5  Stellen  bestehen,  kann  man  die  Tafeln,  wie 
nachstehendes  Beis[)iel  zeigt,  unmittelbar  benutzen,  ohne  den  Bruch 
in  einen  Decimalbruch  zu  verwandeln. 

lg  15849j"y?    Steigt  der  Numerus  um  1   (von  15849  auf  15850), 

so  steigt  die  Mantisse  2000019  (des  lg  15849)  um  274,  steigt  daher 

7 
der  Numerus  um  -r-j-,  so  mufs  die  Mantisse  um 
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'.274^'-^" 


11  11 

steigen.  Die  Multiplication  7-274  hat  man  nicht  auszuführen,  da 
die  in  P.  P.  enthaltene  Tafel  zur  Differenz  274  für  7  Zehntel  des 
Numerus   die  Proportionalteile  191,8   (d.i.  0,7-274=191,8)  giebt, 

„,..,.  ^   7-274        1918        ,-,        ,    1  . 
lolghch  ist  — -r* —  =  — n — =1/4  und  daher: 
=•  11  11 

/^  15849  =  2000019         7 

174  =  -y-274 

kj  15849Vr  =  4,2000 193. 

III.     Vorteile. 

a.  Ist  der  gegebene  Numerus  der  nächsthöhern  5  stelligen  Zahl 
nahe  o-leich,  so  sucht  man  den  Loo:arithmus  dieser  letztern  Zahl 
und  vermindert  denselben  um  die  Proportionalteile  des  Zuviel- 
genommenen. 

I.Beispiel.     /^  1,35079? 
Man  denke  sich  13507,9  =  13508  —  0,1. 
Daher  lg  13508  =  1305911 

—  0,1 32  (aus  der  Diff.  322)  subtr. 

jg  1,3507  =  0,1305879. 

Anmerkung.  Da  man  von  13508  aus  zurückgeht,  so  sind 
die  Proportionalteile  nicht  aus  der  Diff.  der  Mantissen  des  7^13508 
und  /^  13509,  sondern  des  lg  13507  und  7^13508  zu  nehmen. 

2.  Beispiel.     /^^  0,0001880993? 
Man  denke  sich  18809,93  =  18810  —  0,07. 
Daher  /<7  18810  =  2743888  - 

—  0,07 16;  denn  — -  giebt  161,7,  daher 
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lg  0,0001880993  =  6,2743872  —  10. 

b.  Man  denke  sich  für  die  auf  die  5.  Stelle  des  Numerus  fol- 
genden Stellen  den  gemeinen  Bruch  und  verfahre  M'le  im  Zusätze 
zum  Abschnitt  II. 

I.Beispiel.  176,09334?  17609^  gedacht,  folglich  \  der 
Mantissendifferenz  addiert. 

lg  17609  =  2457347 

\ 82=  ,^  -247  add. 

lg  176,09334  =  2,2457429. 
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2.  Beispiel.     /^  0,23716427?      0,4285  ...=—  weicht   zwar 

1  .  .  .  . 

um  0,001  ab,  aber    ,  ,,^     der  MantissendifFerenz  bewirkt  keine  An- 
'  1000 

derung  der  7.  Decimalstelle.    Folglich  kann  man  sich  237 16f  den- 
ken.    Man  findet  184  als  MantissendifFerenz 

I  .184  =^^^  =  ^  (denn  0,3-184  =  55,2  in  P.P., 

s.  II,  Zus.,  letztes  Beisp.) 
=  79.     Daher: 

Z^  23716  =  3750414 

79  addiert 

fff  0,23716427  =9,3750493  —  10. 
S.Beispiel.     /^  0,020832779?     20832^  =  20833 —  |^  (s.  Vor- 
teil a).     Daher  ist  ^     der  MantissendifFerenz   208=— ^ — =^46  zu 

subtrahieren. 

lg  20833  =  3187518 

2 
— — 46  subtr. 

lg  0,020832779  =  8,3187472  —  1 0. 

37.  Ein  in  den  Tafeln  nicht  unmittelbar  enthaltener 
Logarithmus   gegeben,   der  zugehörige  Numerus  gesucht. 

Es  sei  lg  x==  1,4843689  gegeben,  der  Numer,  x  also  in  bezug 
auf  die  Mantisse  4843689  zu  suchen.  Die  in  den  Tafeln  ent- 
haltene nächstkleinere  Mantisse  4843568  entspricht  dem  5stelligen 
Numerus  30504. 

Da  die  gegebene  Mantisse  um  4843689 

121  gröfser  als  die  aufgesuchte  ist,  3568  =  /^  30504  subtr. 

so  hat  man  noch  aus  diesem  Über-  T^T  (r\) 

schufs   die  Zehntel   (6.  Stelle)  des 

Numerus,  dann  die  Hundertel  (7.  Stelle)  u.  s.w.  zu  bestimmen.    Die 

in    den  Tafeln    enthaltene    nächstgröfsere    Mantisse    .  .  .  3710    (des 

lg  30505)   ist  um  142  gröfser  als   die  schon  aufgesuchte  .  .  .  3568. 

Eine  Vermehrung  der  letztern  um  142  bewirkt  mithin  ein  Steigen 

des  Numerus   um   1    (von  30504  bis  30505),    folglich   bewirkt  eine 

Vermehrung   der   Mantisse   um    1    ein    Steigen    des    Numerus   um 

1        . 
-jj^,  jene  Vermehrung  der  Mantisse  um  121  (s.  oben  D)  daher  eme 

121 
Vermehrung  des  Numerus  um  -rj^-     ^^^  gesuchte  Numerus  wäre 

somit  30504|f  1^.     Die  Verwandlung  in  einen  Decimalbruch 
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121,0:142  =  0,852 
1136 


7  40 
7  10 


(E) 


300 

giebt  für  den  Numerus  die  Stellen  30504/852.     Die  Kennziffer  1 
des  gegebenen  Logarithmus  fuhrt  mithin  zu  .7:  =  30,504852. 

Die  Division  E,  durch  welche  die  Zehntel,  Hundertel  und 
Tausendtel  (die  6.,  7.  und  8.  Stelle)  bestimmt  wurden,  erspart  man 
sich  durch  die  in  der  Spalte  P.  P.  enthaltenen  Tafeln.  Sucht  man 
nämlich  daselbst  jene  Mantissendifferenz  142  auf,  so  findet  man 
in  den  zugehörigen  Proportionalteilen,  dafs  113,6  Einheiten  der 
7.  Decimalstelle  der  Mantisse  8  Zehntel  für  den  Numerus  geben 
(vergl.  E).     Vermindert  man  jenen  Rest 

121,0  um  diese  Zahl 

1 1 3,6 ,  so  erhält  man  den  Rest 

^. 
aus   welchem    nun    zunächst    die   Hundertel    des   Numerus   zu    be- 
stimmen wären.     Jene  Tafel  (unter  P.  P.)  giebt: 

bei  71,0  Einheiten  der  Mantisse  5  Zehntel  für  den  Num., 

•?       oO,Z  „  „  „  D  „  •»  r>  n 

folglich  kommen: 

auf  7,10  Einheiten  der  Mantisse  5  Hundertel  für  den  Num., 

„      o,o2  „  „  „  D  „  „       „  „ 

Jener  Rest  7,4  läfst  somit  auf  5  Hundertel  (=0,05)  für  den  Num. 
schliefsen.  Giebt  aber  7,4  für  den  Num.  0,05,  so  mufs  74,0:0,5 
geben.  Hieraus  folgt,  dafs  man  zu  derselben  5  gelangt,  wenn  man 
in  jenem  Reste  7,4  das  Komma  1  Stelle  nach  rechts  setzt  und 
die  entstehende  Zahl  74,0  wieder  in  der  Differenztafel  142  auf- 
sucht. 

Diese  Betrachtungen  führen  zu  der  nachstehenden  Regel  für 
das  Bestimmen  des  Numerus  aus  einem  nicht  unmittelbar  in  den 
Tafeln  enthaltenen  Logarithmus: 

Zunächt  sucht  man  in  den  Tafeln  die  nächstklei- 
nere Mantisse  auf.  Der  zugehörige  5stellige  Nu- 
merus bildet  die  5  ersten  Stellen  der  gesuchten 
Zahl  {x).  Vermindert  man  die  in  den  Tafeln  ent- 
haltene nächstgröfserc  Mantisse  um  die  schon  auf- 
gesuchte kleinere,  so  ergiebt  sich  die  unter  P.  P. 
aufzusuchende  Differenz,  um  aus  den  Proportional- 
teilen derselben  die  noch  fehlende  6.,  7.  (u.  8.)  Stelle 
des  Numerus  in  folgender  Weise  zu  bestimmen.  Die 
gegebene  Mantisse   ist  um  jene  nächstkleinere  der  Tafeln 

25* 
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ZU  vermindern  und  der  Rest  in  der  betr.  DifFereuztafel 
rechts  aufzusuchen.  Die  links  stehende  Ziffer  ist  die 
6.  Stelle  des  Numerus.  Findet  man  den  Rest  nicht  un- 
mittelbar in  der  Differenztafel,  so  ist  die  nächstkleinere 
Zahl  derselben  zur  Bestimmung  der  6.  Stelle  zu  benutzen 
und  von  jenem  Reste  abzuziehen.  In  dem  neuen  Reste 
ist  das  Komma  1  Stelle  nach  rechts  zu  rücken  und  die 
hierdurch  erhaltene  Zahl  wieder  in  der  Differenztafel  rechts 
aufzusuchen,  um  hierzu  links  die  7.  Stelle  des  Numerus  zu 
finden.  Will  man  noch  eine  (die  8.)  Stelle  des  Numerus 
berechnen  (s.  unten  die  Anm.  zum  1.  Beisp.),  so  verfährt 
man  wie  vorher,  rückt  also  gleichfalls  im  Rest  das  Komma 
1  Stelle  nach  rechts  und  sucht  die  hierdurch  erhaltene 
Zahl  wieder  in  der  Differenztafel  rechts  auf. 

Die  Rechnung  für  jenes  Beispiel   würde    mithin  in  folgender 
Weise  abzukürzen  sein: 

/^a;=  1,4843689 

568  giebt  den  Num.  30504 

121,0 

113,6  giebt  8  als  6.  Stelle  des  Num. 

74,0 

71,0  giebt  5  als  7.  Stelle  des  Num. 

30,0 

28,4  giebt  2  als  8.  Stelle  des  Num. 

Folglich  a;  =  30,504852. 

Anmerkung.     Die  gegebene  Mantisse  4843689  und  die  bei- 
den aus  den  Tafeln  benutzten  Mantissen  sind  abgebrochene  Deci- 

1         .       . 
malbrüche,    können    also    in    der   7.  Decimale    um     ,     Einheit    zu 

grofs  oder  zu  klein  sein.     Ist  nun  die  Mantisse  des  lg  x  der  letz- 
ten Aufgabe  vollständio-er 

4843688,5,  /^  30504  =  4843568,5,  //;  30505  =  4843710,5, 

so  wäre  die  Rechnung  folgende: 

4843688,5  .  .  .  3710,5 

3568,5  =  hj  30504  .  . .  3568,5 
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120,0  142,0  Mantissendiff. 

Folglich  a:  =  30504||f  =  30504/845. 

Ist  jedoch  die  gegebene  Mantisse  vollständiger 
4843689,5,  7^7  30504  =  4843567,5,  /<7  30505  =  4843709,5, 
*o  wäre  die  Rechnuno-: 
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4843689,5 
3567,5 


/<7  30504 


3709,5 
3567,5 


122,0 
Folglich  .r  =  30504^-|  =  30504/859 


142,0. 


Der  gesuclite  Numerus  ist  mithin  zwischen  den  Grenzen 

30504/845  und  30504,859 

enthalten  und  folglich  ist  der  oben  mit  7stelligen  Logarithmen  be- 
rechnete 30504/852  nicht  unbedingt  richtig,  viehnehr  die  8.  Stelle 
desselben  eine  sehr  zweifelhafte.  Hieraus  folgt,  dafs  man  den 
Numerus  gewöhnlich  auf  nicht  mehr  als  7  Stellen  berechnen  kann. 
Nur  bei  sehr  grofsen  Mantissendifferenzen  (z.  B.  Seite  6 :  435,  434 . . .) 
könnte  die  8.  Stelle  annähernd  richtig  sein.  Berücksichtigt  man, 
dafs  der  gegebene  Logarithmus  oft  erst  aus  einer  Verbindung  oder 
Veränderung  (Multiplication)  anderer  Logarithmen  hervorgegangen 
ist,  so  wird  man  ein.«ehen,  dafs  derselbe  in  der  letzten  (7.)  Decimal- 

1 
stelle  noch  weit  mehr  als  -^-  Einheit   abweichen   kann  und  darum 

der  Numerus  schon  in  der  7.  (oder  einer  noch  frühem)  Stelle 
falsch  wird. 


2.  Beispiel. 

/^  </  =  7,2260500  —  10; 

325  =  /<7 16828 


175,0 

154,8  giebt  6 


Daher  y 


202,0 

1^0,6^  giebt  7 

214,0  giebt  8 

0,0016828678. 


aus  der  Differenz 
258  (=0583  —  0325). 


3.  Beispiel. 

lgz  =  8,0002200 

2171  = /ff  10005 

29,0 


(►,0  giebt  0,  denn  erst  43,4  (s.  die 
DiiFerenz  434)  giebt  1. 


290,0 

260,4  giebt  6 

296,0  giebt  7. 
2=100050670. 
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4.  Beispiel.     (9 ?<  =  0,1234567  —  11 ; 

269  =  lg  13287 

•298,0 
294,3  giebt9 


37,0 

32,7  giebt  1 


43,0  giebt  1. 
«  =  0,000000000013287911. 

Vorteil.     ^(70;  =  2,5590784 

683  =  lg  36230 

101. 

Da  die  Mantissen differenz  120  ist,  so  denke  man  sich  wegen 
der  bequemen  Division  durch  120  den  Numerus  36230{f^  (s.  ob. 
die  Ableitung  der  Regel  für  die  Bestimmung  des  Numerus).  Nun 
ist  101:120  =  10,1:12  =  0,84,  folglich  sind  die  Ziffern  des  Num. 
36230/84  und  a;  =  362,3084. 

28.     Berechnung  des  Produkts. 

1.  Beispiel.  Es  sei  3,4567*45,678  zu  berechnen,  also  x  aus 
a:==  3,4567  «45,678  zu  suchen. 

Nach  dem  5.  Satze  ist: 

/^a:  =  /^ (3,4567 -45,678),  d.i.  \    .y^ 

/^a  =  /£f  3,4567+/^  45,678  (s.  14.  Satz)  \    ^^' 

/^  3,4567  =  0,5386617 

/9  45,678=  1,6597071 


//7.T  =  2,1 983688  (s.  S.  17) 
546 

142,0     I 

137,5  aus  der  Diff.  275. 

45,0   I 

Da  nun         /^  157,8952  =  2,1983688 (Z) 

so  ist  nach  §.3,2:  a:=  198,7782  (s.  28.  Satz). 

Anmerkung.     In  der  Praxis  läfst  man  die  beiden  Gleichun- 
gen Y  und  die  Gleichung  Z  weg  (s.  das  nachfolgende  Beisp.) 

2.  Beispiel.     y  =  76,5432 -23456,7. 1884,99; 
/^  76,5432  =1,8839066 
.       /v  23456,7  =  4,3702670 
ig  1884,99  =  3,2753091 

/^y  =  9,5294827 
»/  =  3384408000. 
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S.Beispiel.     2  =  0,89165-0,074238. 

A.     Berechnung  mit  der  unveränderlichen  Kennziffer  —  10. 

a.     Vollständige  Kechnung. 

/^0,S9165=   9,9501944—10 
lg  0,074238  =   8,8706263  —  10 

///2=  18,8208207  —  20. 

Da  die  negative  Kennziffer  stets  — 10  sein  mufs,  so 
ist  hier  noch  jede  der  beiden  Kennziffern  um  10  zu  vermindern 
(s.  §.9,  14).     Daher: 

/^  2  =  8,8208207  — 10.  • 

186 


21,0 
19,8 


12.0 

2  =  0,06019432. 


Bruhns,  S.  118, 
Diff.  66. 


b.     Abgekürzte  Berechnungsweise. 

Das  Rechnen  mit  Logarithmen  wird  nur  dann  ein  einfaches 
und  praktisches,  wenn  man  für  den  negativen  Logarithmus  die 
unveränderliche  negative  Kennziffer  — 10  benutzt,  ohne 
sie  zu  schreiben. 

Im  Zusammenhange  mit  dieser  Regel  läfst  man  beim  Addieren 
von  Logarithmen  (also  bei  Berechnung  von  Produkten)  die  im 
Logarithmus  des  Resultats  etwa  entstehenden  Zehner  der  posi- 
tiven Kennziffer  weg.  Die  Richtigkeit  dieser  Regel  ergiebt  sich 
aus  der  Vergleichung  mit  der  vollständigen  Rechnung. 

Vorstehendes  Beispiel  rechnet  man  daher: 
/i7  0,89 165  =  9,9501944 
lg  0,074238  =  8,8706263 

/^  2  =  8,8208207. 

Die  Bestimmung  des  Numerus  (hier  z)  aus  einem  solchen  un- 
vollständigen Logarithmu.';  kann  besondere  Schwierigkeiten  nicht 
bereiten,  denn 

L  entfernen  sich  in  der  Praxis  die  gegebenen  Zahlen  und  die 
Resultate  gewöhnlich  nicht  weit  von  der  Einheit.  Hat  daher  der 
Logarithmus  des  Resultats  eine  grofse  Kennziffer  (9  oder  8  oder 
7  .  .  .),  so  wird  man  sich  gewöhnlich  — 10  hinzuzudenken  haben. 
Hat  jedoch  dieser  Logarithmus  eine  kleine  Kennziffer  (0  oder  1 
oder  2  .  .  .),  so  ist  — 10  nicht  zu  ergänzen,  der  Logarithmus  ist 
alsdann  ein  positiver.  In  vorstehender  Rechnung  ist  daher  lg  z 
wegen  der  grofsen  Kennziffer  8  noch  mit  —  10  zu  ergänzen: 
/^ 2  =  8,8208207— 10,  wie  oben  in  a\ 
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II.  An  den  Zahlen  der  Aufgabe  erkennt  man  ferner  augen- 
blicklich, ob  —  10  zu  ergänzen  ist  oder  nicht.  Hier  kann  offen- 
bar 0,89*0,074  keine  9 stellige  ganze  Zahl  geben,  wie  es  der  Fall 
sein  müfste,  wenn  /^  2  =  8,82  ...  ein  positiver  wäre,  vielmehr  ist 
dieses  Produkt  offenbar  eine  sehr  kleine  Zahl  (echter  Bruch)  und 
darum  fehlt  dem  Logarithmus  die  Kennziffer  —  10. 

III.  Sollte  dennoch  ein  Zweifel  entstehen,  so  kann  man  sich 
die  Rechnung  wie  oben  unter  a  vollständig  ausgeführt  denken. 

B.  Berechnung  mit  der  veränderlichen  negativen 
Kennziffer. 

lg  0,89165  =  0,9501944  —  1 
lg  0,074238  =  0,8706263  —  2 

1,8208207  —  3. 

Da  bei  der  veränderlichen  negativen  Kennziffer  die 
positive  Kennziffer  stets  0  sein  mufs,  so  ist  hier  jede  der 
beiden  Kennziffern  um   1  zu  vermindern. 

Folglich  lgz  =  0,8208207  —  2. 

Wegen  der  Kennziffer  —  2  beginnt  der  Numerus  in  der 
2.  Decimalstelle:  c  =  0,06619432. 

4.  Beispiel.     2^  =  0,0467759 -3,06895. 10,7154. 
A.     Mit  — 10,  abgekürzt: 

1(1  0,0467759  =  8,6700222 

(9  3,06895  =  0,4869898 

/r/  1 0,7 1 5  4  =  1,0300084 

/^  2^  =  0,1870204 
128 

76,0 
56,4 


196,0. 
?^=  1,538227. 

Anmerkung.  Der  kleinen  Kennziffer  wegen  ist  hju  jeden- 
falls positiv  (s.  3.  Beisp.,  I).  Auch  kann  0.046' 3 '10,7  keine  Zahl 
sein,  deren  Log.  0,187.  .  .  —  10  wäre  (s.  3.  Beisp.,  II).  Vollständig 
ist  die  Rechnung: 

/7 0,046  .  .  .=    8,67  .  .  .  —  10 
hj  3,06  .  .  .  =    0,48  .  .  . 
/,/  10,7  ..  .  =    1,03  .  .  . 

/r/«=  10,187  ...  —  10. 
Die    ausgeführte    Subtraktion   führt   zu    dem    positiven    Loga- 
rithmus: /^?f  =  0,1 870204,  wie  oben. 
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B.     Mit  veränderl.  negativer  Kennzifier: 

lg  0,046  .  . .  =  0,670  ...  —  2 
Ici  3,06  .  .  .  =  0,486  .  .  . 
/<7lO,7  .  .  .  =  1,030  .  .  . 


lgu  =  '2,\81  .  ..— 2. 
Die  Subtraktion  führt  zu: 

(r/w  =  0,1870204,  wie  oben. 
5.  Beispiel.     t'  =  0,639811 -0,952137 -0,00196624. 

A.  Mit  — 10,  abgekürzt; 

lgO,iJ'S  .  ..=9,8060517 

/^0,95  ...=9,9786994 

ly  0,00196  .  . .  =  7,2936365 

lgv=  7,0783876  ....  (L) 
Die  grofse  Kennziffer  7  läfst  auf 

l(f  ?;  =  7,0783876— 10 
schliefsen,  daher  i'  =  0,001 197809. 

Offenbar  hätte  auch  lg  v  =^1,01  .  .  .  (ohne  — 10,  s.  L)  kein  po- 
sitiver Logarithmus  sein  können,  weil  0,63 -0,95 -0,0019  <  1,  also 
keine  8  stellige  ganze  Zahl  ist. 

Vollständig  ist  die  Rechnung: 

(7  0,63  .  ..=   9,806.  .  .  — 10 

/V0,95  .  .  .  =   9,978  ...  —  10 

lg  0,0019  .  .  .  =    7,293  .  ..— 10 

lg V  =  21,108  .  .  .— 30. 
Beide  Kennziffern  um  20  vermindert: 

/^t;  =  7,7083876— 10,  wie  oben. 

B.  Mit  veränderl.  negativer  Kennziffer: 

lg  0,63  .  .  .  =  0,806  ...  —  1 

/^0,95  .  .  .  =0,978  ...  —  1 

/^  0,00 19  .  .  .  =  0,293  ...  —  3 

lgv  =  1,018  ...  —5. 
Um   2   vermindert,    um    die   positive  Kennziffer   in  0  zu    ver- 
wandeln: l(jv  =  0,078  ...  —  3. 

V  beginnt  in  der  3.  Decimalstelle  (s.  oben). 
6.  Beispiel.     /i'  =  2796,23 -36,0188-0,00836436. 
A.     Mit  —  10.      /^  2796,23  =  3,4465729 
/^  36,0 188  =  1,556.5203 
/^ 0,0008  .  ..  =  6,922J327 

/^w=  1,92.55349. 
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Wegen  der  kleinen  Kennziffer  2  ist  oiFenbar: 
«;  =  842,432, 
wie  auch  ein  flüchtiger  Blick  auf  die  Aufgabe  erkennen  läfst. 
Vollständige  Eechnung: 

/^  2796,23=    3,446.  .. 
/^36,0  .  .  .=    1,556  ... 
lg  0,0008  .  .  .  =   6,922  ..  .— 10 

/^«;=  11,925  .  .  .—  10  =  1,9255349. 
B.     Mit  veränderl.  negativer  Kennziffer: 
lg  2796  . .  .  =  3,446  .  .  . 
/^36,0  ...  =1,556... 
lg  0,0008  .  .  .  =  0,922  ...  —  4 

Igm^  5,925  ...  —  4  =  1,9255349. 

7.  Beispiel. 

^=0,000000942568  •  0,00000819435  •  0,000393248. 

A.  Mit  —10. 

Bei  Aufgaben,  die  als  Resultat  voraussichtlich  eine  sehr  kleine 
Zahl  geben,  ist  es  vorzuziehen,  die  Logarithmen  vollständig  zu 
schreiben. 

lg  0,00000094  .  .  .  =   3,9743127  —  10 

/^  0,0000081  ...  =    4,9135146  —  10 

lg 0,00039  .  .  ■  =    6,5946665—10 

/^?=  15,4824938  — 30. 

Hier  kann  die  negative  Kennziffer  nicht  auf  10  gebracht  wer- 
den, weil  man  nicht  von  beiden  Kennziffern  20  subtrahieren  kann. 
Ist  also  der  Unterschied  der  beiden  Kennziffern  gröfser 
als  10,  so  ist  die  Rechnung  mit  der  positiven  Kennziffer  0 
und  der  veränderlichen  negativen  Kennziffer  auszuführen. 
Beide  Kennziffern  hier  um  15  vermindert: 
/^^=  0,4824938  — 15. 
/  beginnt  in  der  15.  Decimalstelle. 

t  =  0,000000000000003037343. 

B.  Mit  veränderl.  negativer  Kennziffer: 

/^  0,00000094  .  .  .  =0,974  ...  —7 

/^  0,0000081  .  .  .  =0.913  ...  —  6 

/ö' 0,00039  .  ..=0,594  ...  —4 

////  =  2,482  .  .  .  — 17 
oder  /^^  =  0,482  ...  —  15,  wie  oben. 

8.  Beispiel.    ^  =  0,000000000000368194-6543,21. 

Da  der  1.  Faktor  mehr   als  9  Nullen  nach  dem  Komma 
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hat,    so   läfst  sich   die  unveränderliche  Kennziffer  — 10  nicht  be- 
nutzen.    Folghch: 

lg  0,0  ..  .  368194  =  0,5660767  —  1 3 
lg  6543,2 1  =3,8157909 

/^^  =  4,381S676  — 13 
oder  ^7*  =  0,38 18676  — 9. 
^•  =  0,00000000240917. 

29.     Berechnung  des  Quotient. 
98765 


1.  Beispiel,     x  = 


4321 


,    98765      ,  .    ,     ,,  C1      ^ 
lgx=-lg-^^,  d.i.  (s.  16.  Satz) 

/^a;  =  7^98765  —  /^  4321.     Daher: 

/^  98765  =  4,9946031 
lg  432 1  =  3,6355843 

/^.,j=  1,3590188 
002 


186,0 
171,0 


a;  =- 22,85698.  150,0. 

58221 


2.  Beispiel,     tj- 


4,76249  * 
A/ 5822 1=4,7650797  |        , 
/^  4,76249  =  0,6778341  i    '''^'^^^• 

47^  =  4,0872456 
133 


y=  12224,9.  323,0. 

,,„...,  0,0058238 

3.  Beispiel.     ^—,-9647^^. 

A.     Mit  -Ki: 

a.     Vollständig. 

lg  0,0058238  =  7,7652065  —  10^        , 
/y 0.79647  =  9,901 1694— 10  I    ^"^"'• 

Da  der  Minuend  kleiner  als  der  Subtrahend  ist,  so  würde  die 
Subtraktion  zu  einer  negativen  Mantisse  führen.  Um  dies  zu  ver- 
meiden (s.  24.  Satz,  I)  und  zugleich — 10  nach  der  Subtraktion  als 
negative  Kennziffer  zu  erhalten  (s.  28.  Satz,  3.  Beisp.,  A,  a),  hat 
man  hier  die  beiden  Kennziffern  des  Minuend  um  10  zu  erhöhen. 
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lg  0,0058  .  .  .  =  1 7,7652065  —  20  ^       , 
/^0,79  .  .  .  =   9,9011694—10  /  ^"^^^• 

lfjz=   7,8640371  —  10 
362 

2  =  0,007312015.  9,0. 

b.     Abgekürzt.     (Siehe  28.  Satz,  3.  Beisp.,  A,  b). 

Die  negative  Kennziffer  — 10  ist  stets  wegzulassen 
und  die  positive  Kennziffer  des  Minuend  um  10  zu  er- 
höhen, wenn  der  Minuend  kleiner  als  der  Subtrahend 
sein  sollte.  In  bezug  auf  den  Logarithmus  des  Resultats  gelten 
die  Sätze  I  bis  III  im  28.  Satze,  3.  Beisp. 

Daher:     /^ 0,0058  .  .  .  =7,7652065  /p  j     i  .     17,765  . 
/^0,79  .  .  .  =9,9011694  l^^^Q-^cnt:     g  g^^^  ^ 

/^c  =  7,8640371. 

Wegen  der  grofsen  Kennziffer  7  Avird  hier  —  10  fehlen,  z  kann 
auch  keine  8 stellige  ganze  Zahl  sein,  da  der  Dividend  der  Auf- 
gabe kleiner  als  der  Divisor  ist. 

B.     Mit  veränderl.  negativer  Kennziffer. 
hj  0,0058  .  .  .  ==  0,7652065  —  3 
/^0,79  .  .  .  =0,9011694—1. 

Um  subtrahieren  zu  können  und  die  positive  Kennziffer  des 
Restes  0  werden  zu  lassen  (s.  28.  Satz,  3. Beisp.,  B),  sind  die  bei- 
den Kennziffern  des  Minuend  um  1   zu  erhöhen. 

Daher:  1,7652065  —  4  \       , 

0,9011694  —  1  /  ^"'^"*' 

/^c  =  0,8640371  —3. 
r  =  ü,007312015. 

A    ry    '      -    1  237,612 

4.  Beispiel.     u  = -—-.t^tz-- 

^  0,0497389 

A.     Mit  — 10,  abgekürzt. 

7^.237,612  =  2,3758684  ^Gedachf    '-'^'  "  "  '\ 
/ff  0,049  .  .  ■  =8,6966961   l^^^euacnt.      g  gg  _  J 

/^?<  =  3,6791723. 

Der  kleinen  Kennziffer  3  wegen  ist  hju  jedenfalls  positiv 
(ohne  —  10).     Dies  läfst  auch  sogleich  die  Aufgabe  erkennen. 

I^aher:  ?<  =  4777,1 88. 

Vollständige  Rechnung.  Um  subtrahieren  zu  können,  hat 
man  den  Logarithmus  des  Dividend  in  folgender  Weise  umzu- 
ändern : 


Logarithmen.  397 


/^  237,612  =  12,3758684-10  ^  ,„u.^ 
/^ 0,049  .  .  .=   8,6966961  —  10  1  ^"" 

lgu=    3,6791723,  wie  oben. 
B.     Mit  veränderl.  negativer  Kennziffer. 
/^  237,612  =  2,3758684  ^       . 

/<7 0,049  .  .  .  =0,6966961—2   i   ^"°"- 

/r/;.<=  1,6791723 +2, 
d.i.     /^^<  =  3,6791723,  wie  oben. 

^   .      .   ,  0,50729 

o.  Beispiel.      v=  ^^^^^^. 

A.     Mit  — 10,  abgekürzt. 

/^  0,50729  =  9,7052563 
lg  0,033268  =  8,5220267 


/^i,=  1,1832296. 
r=  15,24859. 

Vollständige  Rechnung:     9,705  ...  —  10 

8,522  .  .  .  —  10 

/i/f=  1,1832296. 
B.     Mit  veränderl.  negativer  Kennzifter. 
0,705  ...  —  I 
0,522  ...  —2 

/^t;  =  0,183  ...  +1 
oder  /^i;=  1,1832296. 
47.91 


6.  Beispiel 


896S.33 


A.     Mit  —  10.         ly  47,91  =  1,6804262 
/^  8968,33  =  3,9527116 


7^^  =  7,7277146. 
;^■  =  0,005342 132. 

Vollständige  Rechnung:     1 1,6804262  —  10 

3.9527116 

Iff  TV  =  1,1211  IAH  —  10. 
B.     Mit  veränderl.  negativer  Kennziffer. 
7^47,91=1,680  .  .. 
/^  8968,33  =  3,952  .  .  . 

Um  hier  subtrahieren  zu  können  und  zugleich  im  Rest  0  Ganze 
zu  erhalten,  ist  der  Minuend  1,68  ..  .  in  4,68  ...  —  3  zu  verwan- 
deln.    Daher: 
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4,680  ...  —  3 
3,952  .  .  . 


lg  w  =  0,121  ...  —3 
;y  =  0,00534  .  .. 

^  -o    .      .1  0,528289 

7.  Beispiel.     m=    ^^^^^^^  . 

A.  Mit  —  10.     /^0,52  . .  .  -=9,7228716 

lg  71626,8  =  4,8550756 

/^//j  =  4,8677960. 

Die  Aufgabe  läfst  sofort  4,86  ,  .  .  —  10  erkennen.     Daher: 
,;i  =  0,000007375576. 

Vollständig:  9,722  ...  — 10 

4,855  .  .  . 

4,867  ...  —10. 

B.  Mit  veränderl.  negativer  Kennziifer. 

/^0,52  ..  .=0,722  ...  —  1 
/^ 7 1626,8  =  4,855  ... 


Die  Kennziffern  des  Minuend  sind  um  5  zu  erhöhen: 
5,72  ...  —  6 
4,85  .  .  . 

/^»i  =  0,86  ...  —6. 
m  beginnt  in  der  6.  Decimalstelle  (wie  oben). 

^  „    .      .    ,  0,00000501 

8.  Beispiel.     n  = 


0,0792539 

A.     Mit— 10.     /^Zähler  =4,6998377 
lg  Nenner  =8,8990207 

/^w=  5,8008170. 

Da  der  Divisor  der  Aufgabe  gröfser  als  der  Dividend  ist,  so 
mufs  n  offenbar  ein  echter  Bruch,  Ign  also  negativ  sein,  mithin 
ist  — 10  zu  ergänzen: 

n  =  0,0000632145. 
Vollständig:  4,699  ...  —  10 


8,899 


Dafür:  14,699  . 

8,899  . 

lg  n  =  5,800  . 


—  10 


20 


10_}  «"^^^- 

10  (wie  oben). 
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B.     Mit  veränderl.  negativer  Kennziffer: 
0,699  ...  —  6 
0,899  ...  —  2 

Dafür:  1,699  .  ..— 7 
0,899  ...  —  2 


lgn  =  0,SQO  .  ..  —  5. 
n  beginnt  in  der  5.  Decimalstelle  (wie  oben). 

O.Beispiel.    p  =  j^. 

A.  Mit  -10.  /^  1=0,00...       /Gedacht-    ^^'^^•••\ 

/^  129  =  2,1 105897    r^e^acnt.      2,11  ... 

/^^=7,8894103    \  8.  3.  Beisp.,  A,  b.     / 
jo  =  0,007751938. 
Die  vollständige  Rechnung  setzt  hier: 

/^  1=0  =  10,00  .  ..— 10. 

B.  Mit  veränderl.  negativer  Kennziffer: 

lg  1  =  0,00  .  .  . 
/</ 129  =  2,11  .  .  . 
Um  subtrahieren  zu  können  und  zugleich  0  als  positive  Kenn- 
ziffer zu  erhalten:  3,0000000  —  3 

2,1105897 
/^j9  =  0,8894103  —  3. 
p  beginnt  mit  der  3.  Decimalstelle. 
10.  Beispiel.     Um   39^^//^  in  einen  Decimalbruch  zu  ver- 
wandeln, ist  nur  zu  berechnen  und  dann  39  Ganze  hinzu- 
zufügen.                          4/4363  =  3,6397852 
/// 19867  =  4,298 1323 


Daher      ^^^^^  =0,2196104. 
Die  gegebene  Zahl  ist  mithin  39,2196104. 

11.  Beispiel.     -  =  -p3^- 

A.     Mit  —10.  /^  1=0,00  .  .  . 

/^  0,039  .  .  .  =  8,r.963881 


/^r=  1,4036119 
r=  25,328643. 
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Vollständig : 


10,00  ...    —  10 
8,596..  .  —10 


/^r  =  1,4036119. 
B.     Mit  veränderl.  negativer  Kennziffer: 
/g  1  =  1,000  ...  —  1 
/^  0,039  .  .  .  =  0,596  ...  -  2 

/^  r=  0,403  ...  + 1 
oder  /^r=  1,4036119. 

7,08179-0,000589873 


12.  Beispiel.     .  422,19.0,098948     ' 

Nach  dem  letzten  Beispiel  im  1.  Zus.  des  16.  Satzes: 
/^7,08  .  .  .  =0,8501431  |  ^^^^^  I       /^  422,19  =  2,6255079  y  ^^^ 


lg  0,0058  .  .  .  =7,7707585  S 
^<7  Zähler  =8,6209016 


7^0,098  .  .  .  =  8,9954070  I 
/^Nenner  =1,6209149 


/^Zähler  =8,6209016  |       , 
/^Nenner  =  1,6209149  S   ^^^^^^ 


lgs  = 
0,0009999693. 


6,9999867. 


Anmerkung.     Die  Beispiele  9,  11  u   12  werden  im  30.  Satze 
einfacher  gerechnet. 


13.  Beispiel,     t- 


0,0000234567 
"765432100    ' 

Da  das  Resultat  offenbar  ein  Decimalbruch  wird,  der  nach  der 
9.  Decimalstelle  beginnt,  so  kann  hier  die  negative  Kennziffer  —  lo 
nicht  benutzt  werden.     Daher: 

lg  Zähler  =  0,3702670  —  5 
lg  Nenner  =  8,8839067 

Hier  sind  die  Kennziffern  des  Minuend  um  9  zu  erhöhen: 

9,3702670  —  14 

8,88391)67 

/^?=  0,4863603  — 14. 
t  beginnt  in  der  14.  Dechnalstelle. 

30.  Die  dekadische  Ergänzung  (arithmetisches  Comple- 
ment).  Ist  der  Dividend  oder  Divisor  eines  zu  berechnenden  Quo- 
tient ein  Produkt  (s.  das  12.  Beispiel  des  29.  Satzes)  oder  der 
Dividend  =1  (s.  das  9.  und  11.  Beispiel  des  29.  Satzes),  so  läfst 
sich  die  Rechnung  mittelst  der  dekadischen  Ergänzung  des  Loga- 
rithmus bedeutend  abkürzen.    Hierbei  mufs  jedoch  die  unveränder- 
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liehe   negative  Kennziftei'  — 10  vorausgesetzt  werden,  da  die  ver- 
änderliche negative  Kennziffer  wenig  Vorteile  bieten  würde. 

1.  Um  die  dekadische  Ergänzung  eines  Logarithmus 
zu  bilden,  subtrahiert  man  denselben  von  10,0000000 — 10. 

I.Beispiel.     ///58  22  =  1,7650722;  folglich 

10,0000000  —  10  1       ,  , 
1,7650722  I  ®"°"- 

dekad.  Ergänz,  des  hj  58,22  =  8.2349278  —  K». 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  kürzt  man  mit  d.  E.  lg  58,22 
oder  c.  hj  58,22  (d.  i.  complementum  des  Logarithmus)  oder  noch 
einfacher  mit  A/'  58,22  ab. 

2.  Beispiel,     /y  •»,047642  =  8,6779900  —  10:  folghch: 


10,0000000—  10 
8,6779900  —  10 


\  subtr. 


// 0,047642  =1,3220100. 

Aus  diesen  Beispielen  läfst  sich  die  nachstehende  einfache 
Regel  für  das  Bilden  der  dekadischen  Ergänzung  ableiten: 

Mau  subtrahiert  die  positive  Kennziffer  und  alle 
Ziffern  der  Mantisse  (mit  Ausnahme  der  letzten)  von  9, 
die  letzte,  Einheiten  enthaltende  Stelle  der  jSIan- 
tisse  jedoch  von  10.  Ferner  erhält  die  dekad.  Ergänz. 
—  10  als  negative  Kennziffer,  wenn  der  gegebene  Loga- 
rithmus ein  positiver  ist,  dagegen  wird  die  dekad.  Ergänz, 
ein  positiver  Logarithmus  (ohne  —  10),  wenn  der  gegebene 
Logarithmus  — 10  als  Kennziffer  besitzt. 

3.  Beispiel.     ///69S0  =  3,8438554. 

Um  // 6980  zu  bilden,  subtrahiere  3  von  9  =  6,  8  von  9=1, 
4  von  9  =  5,  3  von  9  =  6,  8  von  9  =  1,5  von  9  =  4,  5  von  9  =  4, 
4  von  10  =  6.     Daher: 

/^' 6980  =  6,1 56 1446— 10. 

Siehe  auch  das   1.  Beispiel. 

4.  Beispiel.     A/ 0,0026595  =  7,4248000  —  10. 

Um    If/    zu    bilden:    7  von  9  =  2,    4  von  9  =  5,    2  von  9  =  7, 
4  von  9  =  5,  die  letzte  Stelle  8  von  10  =  2;  denn 
10,0000000  I       , 
7,4248000  i  ^ 

2,5753000, 
Daher  A/ 0,0026595  =  2,5752000  (der  Log.  pos.!). 
Siehe  auch  das  2.  Beis[)iel. 

Sclinrig,  Lohrbiich  der  .\iitlimetik.     U.Teil.  26 
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II.     Anwendung  der  dekadischen  Ergänzung. 

Anstatt  einen  Logarithmus  (d.  i.  den  Logarithmus 
einer  im  Divisor  befindlichen  Zahl)  zu  subtrahieren,  ad- 
diert man  seine  dekadische  Ergänzung. 

Beweis,      lg  -j-^lg  a  —  lg b 

=  lga-hlO  — 10  — l(jb 

=  lffa  +  [i\ 0,0000000  —10)  —  Igb],  d.  i. 

l(j^  =  lga  +  lg  b. 

Die  Berechnung  des  12.  Beispiels  im  29.  Satze  vereinfacht 
sich  damit  in  folgender  Weise: 

/^  7,08 1 79  =  0,850 1 43 1  i^   unverändert ,  weil  die 

lg  0,000589  .  .  .  =  7,7707585  —  10  i      Zahlen  im  Zähler! 
lg'  422,19  =  7,3744921  —  10 
lg  0,098948  —  1,0045930 

/ry^  =  6,9999867  —  10  (statt  16,99  ...  —  20). 
^  =  0,0009999693. 

Wie  in  den  Beispielen  des  28.  und  29.  Satzes  läfst  auch  hier 
der  praktische  Rechner  die  negative  Kennziffer  —  10  überall  weg. 

^  „    .      .    ,  0,19662 

2.  Beispiel.     ^-^272-.m27-50'0- 

/y  0,19662  =  9,2936277 

//?' 34,272  =  8,4650606  (denn  /^  34,272  =  1,5349394) 
///' sin -11 "  W  0"  =  0,3307750  (s.  S.505,  I.Zahl  links  oben). 

lg  X  =  8,0894633. 
.r=  0,0122875. 

Bei  den  3  ersten  (den  mit  sin.^  cos.^  lang,  überschriebenen) 
Spalten  des  Bruhns'schen  Handbuchs  S.  188  bis  607  ist  stets  — 10 
zu  ergänzen,  folglich  wird  hj'  sin  (siehe  vorstehende  Rechnung) 
positiv.*) 


*)  Die  in  §.  28,  E,  5  und  im  lelzten  Beispiele  des  §  41  aufgeführte 
dekadische  Ergänzung  kann  mit  Vorteil  bei  trigonometrischon  Logarithmen 
angewandt  werden,  wenn  die  Winkel  nicht  unmittelbar  in  den  Tafeln  ent- 
halten sind.  Man  schreibt  nämlich  die  in  den  Tafeln  gefundenen  Logarith- 
men zu  den  zu  addierenden  Logarithmen,  berechnet  dann  die  aus  den 
Sekunden  berechneten  Proportionalteile,  um  diese  besonders  zu  addieren 
und  zwar  unverändert,  wenn  .suj  und  ig  im  Zähler,  cos  ur.d  cot-  im  Nenner 
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I.Zusatz.     — Icj  h  = -{- lg' b.     Dieser   Satz   folgt   unmittelbar 
aus  dem  vorstehenden  Beweise,  wenn  man  in 

lg  a  —  lg  h  =  lg  a  -{-  lg  h 
den  lg  a  =  0  setzt. 

2.  Zusatz.      Iq  -----  =  l(/  — . 
b  a 

Beweis,      la  ,   =  —  la —  (s.  16.  Satz,  3.  Zus.)  =  (7' —   (siehe 
vorstehenden   1.  Zus.). 

4  7/ 

I.Beispiel,     lg  -^  =  lg' -T  =  lg  ^,'0.     Diese  dekadische   Er- 
gänzung: kann  unmittelbar  aus  den  Tafeln  abgelesen  werden. 


ö 


2.  Beispiel,     lg -^^f^  =  I9'  —r~ '=  hi  135,4. 

3.  Zusatz.     Iq  —  =  Iq  a. 

a 

Beweis,      lg       =  lg'   -    (*•  ^'orst.  2.  Zus.)  ==  lg  a. 

1 

1.  Beispiel,     .r  = 


246,9602 

/^a;  =  V  246,9602  =  7,6073730   (oder  vollst.  7,6073730  —  10). 
Daher     .r  =  0,004049235. 

2.  Beispiel.     y  =  ^^^^^- 

/^x=// 0,0720376  =1,1424408.     Daher  a;=  13,88164. 

3.  Beispiel.     Um  in  einen Decimalbruch  zu  verwandeln, 

5o9 

sucht  man  /</ 589  (=7701153)  auf,  bildet  von  der  Mantisse  allein 


sich  befinden,   dagegen  ihre  dekadische  Ergänzung   (mit  A,  s.  §.  28,E,  5), 
wenn  sin  und  tg  im  Nenner,  cot  und  cos  im  Zähler  sich  befinden. 

0,7654.CQS76''20'14",  5G  

^  ~  cot  32 "'47 '23",  15  .  sw  15"  20'  8",  37  " 
Z«/ 0.7654  =  9,883  8  885 
hj  cos  7G''"20'  10"  =  9,373  3  273 

A«05;  denn  86,6  .  4",  56  =  395. 
lg'  cot  32"  AT  20 "  =  9,809 0  083 

146  =  46,3.3",  15. 
lg'  sin  15  "  20'  0"  =  0,577  6  824 

A358-,  76,7  .  8  ",  37  =  642. 

Z^a;  =  9,643  8  174. 
X  =  0,4403697. 

26» 
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die   dekadische  Ergänzung  (=2298847),    um  für  diese  (Seite  19) 

1 
den  Numerus  16978   zu   finden.     Da   nun  offenbar  in   der 

1 
3.  Deciraalstelle  beginnt,  so  ist  -^^^  =  0,0016978. 

5o9 

1 
4.  Beispiel.     z  = 


0,79257-199,09 
V  0,79257  =0,1009624 
// 199,09  =  7,7009506 

/y  2  =  7,8019130. 
2  =  0,00633743. 

Anmerkung.  Selbstverständlich  wendet  man  die  dekadische 
Ergänzung  bei  der  einfachen  Form  —  nicht  an,  sondern  vermin- 
dert Uj  a  um  lg  h. 

31.     Berechnung  der  Potenz. 

1.  Beispiel     .r  =  6,57489*. 

/^a:=//7  (6,57489^  =  4/^  6,57489  (s.  18.  Satz) 
l<j  6,57489  =  0,8178885  (•  4 

/^a;=  3,2715540 
a:=  1868,762. 

Da    die   Zahl    0,8178885    in    der    7.  Decimalstelle    nahe    um 

—  Einheit  falsch   sein   kann,    der  Fehler   aber  noch  mit  4  multi- 

1 
pliciert  Avird,    so   kann   hi  x  in  der  7.  Decimalstelle  um  4-^=2 

Einheiten    falsch    sein,    daher    ist    auch   x   in    den   letzten    Stellen 
unsicher. 


2.  Beispiel.     ?/  =  (7|f)l 
Setze  y^  (~vi~/  '  ^aher: 


/(/ 406  =  2,6085260  )       ,  , 
lg  51  =  1.7075702  i   ^"^^^- 

0,9009558  •  3 


/(/y  =  2,7028674. 
y  =  504,5072. 
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3.  Beispiel.     -=ll+^ 


--  \  7 


Setze    (l  +  7^)  =  (1+0,0575)'=  1,0575';   daher 
l(j  1,0575  =  0,0242804  (-7 


;^  2  =  0,1699628. 
1,47898. 


4.  Beispiel.     u=(l  +  -l]-) 


Hier  verwandelt  man    -   nicht   in    einen   Decimalbruch,    weil 
die  Basis  mehr  als  5  Ziffern  erhalten  würde.     Daher 

27  \  ^^    ( m  ^  ^"" 


^"^700/         V700 

/^  727  =  2,8615344 
/^  700  =  2,8450980 


0,0164364-13 
493092 


Igu^y),   2136732. 
u=  1,635585. 

5.  Beispiel.  i'  =  9438,57"-'. 

hj  9438,57  =  3,9749062  (>  0,23 

79498124 
119247186 

/^t;  =  0,9 14228426. 

Da  die  Tafeln  nur  7stellige  Mantissen  zulassen,  die  durch 
irgendwelche  Rechnung  erhaltene  8.,  9.  .  .  .  Decimalstelle  auch  im 
allgemeinen  fal^^ch  sein  muls  (s.  26,  Satz,  II,  1.  Beisp.),  so  ist  hier 
zu^setzen:  ly  i,  =  0.9142284. 

t;  =  8,20783. 

Anmerkung.  Beispiele,  bei  denen  der  Exponent  ein  ge- 
meiner Bruch  ist,  enthält  der  32.  Satz. 

6.  Beispiel.     /i;  =  0,0778871 
A.     Mit  — 10. 

a.     Vollständige  Rechnung. 

/^0,077887  =  (8,8914650  — 10)  (-3 


/^«;. -=26,6743950  — 30. 
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Da   die  Kennziffer   stets  —  10  sein   mufs,    so  sind  hier  beide 
Kennziffern  um  20  zu  vermindern.     Daher: 
7^/?;  =  6,6743950  — 10. 
^  =  0,0004724926. 

b.     Abgekürzt. 

Man  schreibt  den  negativen  Logarithmus  ohne  —  10 
und  läfst  die  beim  Multiplicieren  entstehenden  Zehner 
der  positiven  Kennziffer  einfach  weg.  Dem  so  entstehenden 
Logarithmus  der  Potenz  ist  stets  — 10  hinzuzufügen,  denn  eine 
negative  Zahl  multipliciert  mit  einer  positiven  Zahl  mufs  stets  eine 
negative  Zahl  geben.     Daher: 

lg  0,077887  =  8,8914650  (•  3 

/^«-  =  6,6743950-- 10. 

B.     Mit  verändel.  negat.  Kennziffer  entweder: 
lg 0,07  .  .  .  =(0,8914650  —  2)  (-3 
j(fw=^  2,6743950  —  6. 

Die  positive  Kennziffer  durch  Verminderung  beider  Kenn- 
ziffern auf  0  gebracht: 

/^;j;  =  0,6743950  — 4. 
w  beginnt  also  mit  der  4.  Decimalstelle. 

Oder:  /«/ 0,07  .  .  .  =2^S914650_(- 3 

4,6743950. 

Die  Multiplication  ergab  hier  26  Zehntel.  Von  diesen  sind 
6  Zehntel  zu  behalten,  die  2  aber  zu  dem  folgenden  Produkt  3-2, 
d.i.  zu  3( — 2)  =  —  6  zu  addieren.     Mithin  ist 

_  6  -I-  2  =  —  4  =  4 
die  gesuchte  Kennziffer. 

7.  Beispiel.     m=(    ',.'^  )  .     (Siehe  18.  Satz,  1.  Zus.,  letz- 
^  \  0,135/9/ 

tes  Beisp.). 

A.     Mit  —  10,  abgekürzt. 

/^0,09  ..  .=8,9904721 
/^0,13  .  .  .=9,1328678 


9,8576043-6 


///?«  =9,1456258. 
m  =  0,1 398382. 
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B.     Mit  veränderl.  negativer  Kennzifl'er. 

lg  0,09  .  ..  =0,9904721  —  2 
lg 0,13  .  .  .=0,1328678  —  1 

(0,8576043  — !)•  6 


;«  =  0,139 


8.  Beispiel. 
Es  ist 


/^/;i  =  5,1456258  —  6  oder 
/^;;j  =  0,1456258—1. 

8,3914-0,097139' 
0,0088773    \  0,000025599  •1,3815392'^ 


^ff 


l-~\  =rlg-^  =  r  [lg  a  —  lg  //'J  =  r  [lg a  —  n  lg  b] 
=-r[lga-\-n{—  lg  b)]  =  r  [lg  a  +  n  lg'  Jj]. 


Folglich  kann  man  die  dekadische  Ergänzung  auch  auf  eingehüllte 
Zahlen,    wie  hier  0,000025509  und  1,38',  ausdehnen. 
1(1  0,097 1 39  =  8,9873936  (•  4 

5,9495744 

/^  8,3914  =  0,9238344 

lg  0,000025599  =  4,59 17770 

lg   1,3815392  =  9,8596368  (•  3  =  9,5789 1 04 


/;7  0,0088773 


1,0440962-5.  . 
5,2204810 

7,9482809  subtr. 


(      f 


0,0088.. 

gedacht!] 

/yw  =  7,2722001. 

Da  die  Logarithmen  a  und  h  positive  sind  und  der  zu  b  ge- 
hörige Numerus  noch  durch  0,0088  dividiert  wird  (s.  die  Aufgabe), 
80  ist  lg  n  positiv.     Folglich : 

w  =  18715440. 


9.  Beispiel,    p 


1 


0,86937^  '' 
lg'  0,86937  =  0,0607954  (■ 
/7/?  =  0,4255678. 
/;  =  2,664206. 

1 


10.  Beispiel,     v  = 


2,9368'  ' 
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///'  2,9368  =  9,5321 256^(  •  5 

^<7!?  =  7,6606280. 
^  =  0,0045775. 
Hier  rechnet  man: 

9,5321256.  ^  =  ^M|i^  =  ,, 66... 

11.  Beispiel.     ;-=  (-^j    . 

/   1  \^^  1 

Man  denke  sich  r  =    --r-  1    = — :  daher ; 

^H'  1,125'' 

hj  1 . 1 25  =  9,9488475  (» 1 1 

/<y;'  =  9,4373225. 
r  =  0,27373. 

12.  Beispiel.     .s=197,354~l 

1 

Man  setze  dafür  :-. 

197,354- 

(<y^  197,354  =  7,7047541  (-2 

/r/ 5  =  5,4095082 
,v  =  0,00002567486. 

\ 

13.  Beispiel.     t= r. 

167,29-0,76899^ 

hJ  0,76899  =  0, 11 4079^-  5 

0,5703965  ^      ,  , 
V  167,29  =  7,77-65300  /  ''^"^-     . 

///^=  8,3469265. 
^  =  0,02222934. 


H.Beispiel.     a=l|^.(|^l)' 


Um  den  hier  sehr  unbequemen  negativen  Logarithmus  zu  vei*- 
meiden,  setze  man: 

94 

«  = Tq?^  \^5Ö"-     (S.  §.57,  10,  2. Zus.) 

63  ^  ^^^  ^ 


871 

/y  873  =  2,9410142 
/,/ 87 1=2,9400182 


0,0009960  (-900 


0,8964000  .  .  .  « 
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0,8964000  .  .  .  «  (wiederholt) 
lg  63  =  1,7993405  .  .  .  (? 

/</ 94  =1,9731279 

2,6957405  (Summe  von  «  u.  ß)  subtr. 

/V«  =  9,2773874. 
«  =  0,1894032. 

Wie  unsicher  die  letzten  Stellen  eines  solchen  Resultates  in- 
folge der  Multiplication  mit  einer  gi-öfsern  Zahl  (hier  900)  werden 
können,  mag  durch  die  Berechnung  derselben  Aufgabe  mit  10 stel- 
ligen Mantissen  gezeigt  werden: 

/7  873  =2,9410142437 
/(?  871  =  2,9400181550 


0,0009960887  (-900 


0,8964798300 
/^  63  =  1,7993405495 


/r/ 94=  1,9731278535 
2,6958203795 


/</a  =  9,2773074740. 

Hier  ist  nun  ly  «=^9,2773075  in  der  letzten  Decimalstelle  voll- 
kommen richtig  und  man  findet: 

«  =  0,1893684. 

Das  zuerst  berechnete  a  ist  mithin  schon  in  der  4.  Decimal- 
stelle falsch. 

15.Beispiel.     /.=  (— j    •  (^      . 
Entweder :    b-== 


T3 


Uf  17  =  1,2304480  Iq  123  =  2,0899051 

/j^,  13  =  1,1 139434  /9  7  =  0,8450980 


0,1165055-0,7 

-  \  07 


1,2448071-0,09 

0,03 


/    I  -  \  OJ  /  .  «o  \  0,(J!« 

ly{^]    =0,081 5539 (7steii.)     hli-j-)     =0,1 120326  (7 steiie.,) 


1 23  \^''''^ 
+  lg[-^]     =0,1120326 


/«7  Nenner  =0,1935865. 

Da  l<j  h  ---  Uj  Nenner,  so  ist  (7  //  =  9,8064135 

ft  =  0,6403443. 
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lg 


Oder  (s.  die  Aufgabe  In  der  ursprünglichen  Form): 


/^  13=  1,1139434 
/^  17  =  1,2304489 


0,7 


lg 


(9,8834945  — 10) -0,7 
=  (—0,1 165055) -0,7 
[s.  25.  Satz,  IV] 

=  — 0,0815539  (7Stellen) 

=  10  —  0,0815539—10 

[s.  24.  Satz,  V) 

0,7 

lg\-=^\     =9,9184461  —  10 


/^  7  =  0,8450980 
/ö- 123  =  2,0899051 


7 
123 


lg 


17. 

7      \  0,09 


123 


=  9,8879674—10 


(8,7551929  — 10). 0,09 
=  (—1,2448071).  0,09 

0,09 

=  —  0,1120326 

=  10  —  0,1120326  —  10 

=  9,8879674  —  10 


add. 


/^j  =  9,8064 135  — 10  (wie  oben). 

_  „    .      .    ,  79,586.0,979^^^ 

16.  Beispiel,     c^ j. 

0,618749-3,5943* 

Zuerst  bestimmt  man 

lg  (0,979''')  =113  (0,9907827  —  1 )  =  1 1 1,958445 1-113. 

Beide  Kennziffern  um  103  vermindert  erhält  man: 

/^  (0,979"'')  =  8,9584451  (-  10) 

7^79,586=1,9008367 

7/0,618749  =  0,2084855 

lg  3,5943  =  9,4443857  (.  4  =  7,7775428 

/<7C=  8,8453101. 
^  =  0,0700342. 

17.  Beispiel.     f/  =  0,046985'**. 

lg  0,046985  =  (0,6719592— 2)  (■  10 
Igd^     6,719592  —  20 
oder  lgd=     0,7195920  —  14. 
e?=  0,0000000000000524315. 
(S.  die  Bemerkung  zum  13.  Beisp.  des  29.  Satzes.) 


18.  Beispiel. 


e  = 


0,004396' 
0,015839' 


1 


0,015839 


_J 

0,004,396 
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l</  -7^At^  =  1^' 0,i)md9  =  \,S002r22  (-1,4 
u,(Jli)Sdy  72010888 

2,5203811 

Iff  ^QQ^43Q^  =  //  0,004396  =  2,3569423  (-2,06 

4  7138846 
141416538 


4,8553011 


2,5203811 
4,8553011 

/r/(?  =  7,6650800. 
^  =  0,004624662. 

in   Ti    •      •    .       ,.         0,07836' 
19.  Beispiel.     / 


0,009547' 


Entweder,    um   mit  j)Ositiven  Logarithmen   zu  rechnen,   wie 
im  vorigen  Beispiel, 


oder:  A/ /"  =  31 1 -/y  0,07836  —  170  /y  0,009547 

=  311-  (8,8940944  —  1 0)  —  170  (7,9798669  —  10) 
=  31 1  •  (—  1,1 059056)  —  1 70  (—  2,0201 331) 
=  170-2,0201331  —  311  •  1,1059056 
343,4220270 
—  343,9366416 
/<7/-=  9,4859854. 
/-=  0,306186. 


={ 


20.  Beispiel.     Ä  =  0,6736617"'''^*^^^ 
Iff  h  =  0,5534398  •  hf  0,6736617 

=  0,5534398 -(9,82844 19  —  10) 
lg  h  =  —  0,5534398  -  0,1715581. 

Dieses  Produkt  mag  wieder  mit  Logarithmen  be- 
rechnet werden  (s.  28.  Satz,  1.  u.  3.  Beis[)iel). 
/7  0,5534398  =  9,7430703 
Iff  0,1 7 1 558 1  =9,234411 2 

///Prod.  =  8,9774815. 

Das  Produkt  daher  =0,09494707   und  folglich: 
//7Ä  =  — 0,0949171    (7stellig:) 

=^1()_  0,0949471  —  10  (s.  25.  Satz,  V). 
///Ä  =  9,9050529  — 10 

/j  =  0.803624. 
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32,     Berechnung  der  Wurzel. 
1.  Beispiel.     rr  =  "K 87654. 


/ya:  =  /,r/ 1/87654 

^7  87654     ,    ^     c^      , 
lg  X  =  -^^-^ (s.  20.  Satz). 

/^ 87654  =  4,9427717  (:3 
/^a;=  1,6475906 
a:  =  44,42 123. 


o  R    •      •   ,  !    /  0,69837 

2.  Beispiel,  y  = 


4712,9  •0,0098613' 
/^'  0,00986 1 3  =2,0060658  (-  3 
6,0181974 
/?^' 47 12,9  =  6,3267 118 
/ö- 0,69837  =  9,8440856 


2,1889948  :2 


/^y=  1,0944974 
711 


263,0. 
t/=  12,43075, 


3.  Beispiel.     z  =  yi2A\  =  |/^ 


13 

/y  1403  =  3,1470577 
/// 113  =  2,0530784 


1,0939793  :2 


Ig  z  =  0,5469897. 
z  =  3,523625. 

Anmerkung.     yi2f  würde  man  in  ]/ 12,625  verwandeln. 

7 

4.  Beispiel.     ?<=]/o^)359. 

A.    Mit  —10. 

a.     Vollständige  Iveclmung. 

lg  0,0359  =  8,5550944  —  10. 
Dieser  Logaritlimus  durch  7  dividiert,  würde 

1,22...     —1,428..., 
also  eine  unbrauchbare  negative  Kennziffer  geben.     Da  diese  stets 
—  10  werden  soll,  so  hat  man  die  beiden  Kennziffern  des  Loga- 
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rithmus  der  Wurzel basis  vor  der  Division  um  60  zu  erhöhen.    Man 
erhält:  (<»8,555094 4  —  70) :  7 

/</«  =  9,7935849—  10. 
«  =  0,6217057. 

4 

Wäre  ]/ 0,0359  gegeben,  so  hätte  jener 
/^ 0,0359  =  8,55  ...  —  10 
in  den  beiden  Kennziffern  um  30  erhöht  werden  müssen: 

=  38,55  ...  —  40 
Die  Division  durch  4  würde  alsdann  die  gewünschte  Kennziffer 

,  ....-10 

geben. 

Wäre  allgemein  die  y  aus  einem  echten  Bruche  zu  berech- 
nen, wobei  man  sich  der  negativen  Kennziffer  10  (also  1  Zehner) 
bediente,  so  sind  beide  Kennziffern  um  )( —  1  Zehner  zu  erhöhen, 
damit  sich  die  negative  Kennziffer  zunächst  in  7i  Zehner  verwandelt. 
Wird  der  so  veränderte  Logarithmus  durch  den  AVurzelexponent 
yt  dividiert,  so  erhält  man  als  negative  Kennziffer  (des  Logarithmus 
der  gesuchten  Wurzel)  n  Zehner  :?i=l  Zehner  =10,  wie  sie  es 
sein  soll. 

Hieraus  folgt  die  allgemeine  Regel: 

Ist  ein  Logarithmus  mit  der  negativen  Kennziffer  10  durch 
die  ganze  Zahl  7i  zu  dividieren,  so  hat  man  zuvor  beide 
Kennziffern  um  7i  —  1  Zehner  zu  erhöhen. 

b.     Abgekürzt. 

Man  läfst  die  negative  Kennziffer — 10  (wie  bei  allen  andern 
Operationen)  stets  weg.  Ist  ein  solcher  Logarithmus  durch 
die  ganze  Zahl  n  zu  dividieren,  so  setzt  man  vorher  vor 
die  ])Ositive  Kennziffer  n — 1  als  Zehner.  Bei  dem  durch 
die  Division  erhaltenen  Logarithmus  (den  Logar.  der  gesuchten 
Wurzel)  hat  man  sich  alsdann  stets  die  negative  Kennziffer  —  1(i 
hinzuzudenken,  denn  eine  negative  Zahl  (hier  der  negative  Logai'.) 
durch  eine  positive  Zahl  (den  Wurzelexponent)  dividiert,  mufs 
wieder  eine  negative  Zahl  als  Quotient  geben. 

Diese  Kegel  ist  unverändert  die  in  dem  vorstehenden  Satze  a 

entwickelte. 

7  

Um  also  y0,0359  zu  berechnen,  ist  wegen  des  Wurzelexpo- 
nent 7  vor  die  Kennziffer  8  des 

/r/ 0,0359  =  8,5550944 
7  — 1=6  als  Zehner  zu  setzen.     Mithin: 

«8,5550944:7 

A/i<  =  9,7935849  (wie  in  a). 
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B.     Mit  verändei'Iicher  negativer  Kennziffer. 
kj  0,0359  =  0,5550944  —  2. 

Damit  dieser  Logarithmus  nach  der  Division  durch  7:  0  als 
positive,  eine  ganze  Zahl  als  negative  KemizifFer  giebt,  hat  man 
die  beiden  Kennziffern  um  so  viel  zu  erhöhen,  dafs  aus  der  nega- 
tiven Kennziffer  das  nächsthöhere  Vielfache  des  Divisor  7 
wird. 

Hier  sind  mithin  beide  Kennziffern  um  5  zu  erhöhen: 
(5,5550944  —  7)  (:7 

/^M  =  0,7935849  —  1. 
M  =  0,621  .  .. 

Anmerkung.     Schreibt  man  statt  (0,5550944  —  2):  7  die  ab- 

gekürzte  Form :  2,5550944:7  (s.  24. Satz,  II,  1. Form), 

so  behält  man  zunächst        1,  als  Quotient. 

Denn  bei  der  Division  einer  dekadischen  Zahl  mittelst  der 
Partialdivision    hat    man    stets    die    nächstkleinere    ganze    Zahl    als 

Quotient  zu  nehmen.     In  bezug  auf  2  :  7,  d.  i.  —  2:7  =  —  ^    ist 

aber  —  1  die  nächstkleinere  ganze  Zahl.  Ist  die  Stelle  des  Quo- 
tient (hier  —  1)  bestimmt,  so  hat  man  bekanntlich  das  Produkt 
aus  dieser  Stelle  und  dem  Divisor  vom  Dividend  abzuziehen  (hier 

7  von  2,  d.i.  — 7  von  — 2^-|-5)  und  die  Division  in  der  be- 
kannten Weise  fortzusetzen.     Daher: 

ly  u  =^,5550944  :  7  =T,79  .  .  . 
Jl 

55 
^9_ 

65 

d.  i.  /^?^  =  0,79  ...  —1. 

3 

5.  Beispiel.     y  =  |/ 0,000000235 19. 
A.     Mit  —  10,  abgekürzt. 

lg  0,00000023519=^3,3714189  (:3. 

Da  der  Logarithmus  negativ  ist,  mithin  der  um  1  verminderte 
Divisor  als  Zehner  vorzusetzen  ist,  so   hat  man  sich 

23,3714189  (:3  zu  denken. 

lgv=  7,7904730. 
i,  =  0,006 17267. 
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B.     ]Mit  veränderlicher  negativer  Kennziffer. 
lg  0,00000023519  =  0,37 1 4189  —  7. 

Damit  aus  der  negativen  Kennziffer  7  das  nächsthöhere  Viel- 
fache 9  des  Divisor  3  wird,  hat  man  beide  Kennziffern  um  2  zu 
e^^öhen.  (2,3724189  — 9)  (:3 


/^i,  =  0,7904730  — 3. 
y  =  0,00617  .  .  . 

Oder:                    7,3714189 : 3  =  3',79  ..  . 
_9 

23  d.  i    0,79  ...  —  3, 

21  wie  vorher. 


27. 


6.  Beispie] 


1 


y  1,23789'^ 
A.    Mit  —  10. 

// 1,23789  =  9,9073179- 13 
2  97219537 


8,7951327  :2  (gedacht:  18,79  .  .  .  :2) 


/^w  =  9,3975664. 
w  =  0,249785. 

B.     Mit  veränderlicher  negativer  Kennziffer. 

/^  1,23789  =  0,0926821  -13 
2780463 

1,  2048673  :2 


/^1=1,  0...       —\\       . 
/^y  =  0,  6024337  /  ^"''^'^• 

lgrv  =  %  3975663  —  1. 
rv  =  0,249785. 

1 
7.  Beispiel,     m^^—^ . 


]/0,00000047727 
ly  0,00000047727  =  6,3212359  (: 8 
/^;n  =  0,7901545. 
m  =  6,168144. 

Anmerkung.     Hier  ist  nicht  7  6,321  .  .  .  :8  zu  dividieren,  da 
6,321  .  .  .  ein  positiver  Logarithmus  ist. 
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6 

8.  rJeispiei.     n 


)/3,8899 

7/3,8899  =  9,4100616  (:4  (gedacht:  39,41  .  .  .  :  4) 

9,8025154  I      .^ 
/ff  941,87  =  2,9739910  /   ^^°- 

2,8265064  (:  6 


/^n  =  O,4710844. 

w  =  2,058587. 

1 
9.  Beispiel.    P  =  ~^ 


1/71,63  ]/0,00 17185 

lg  0,00 17185  =  2,7648505:5 

0,5529701   )      ,, 
// 71,63  =  8,1449050  /  ^^^■ 


8,6978751 : 9  (gedacht:  88,69  .  .  .  :9) 


/^/y;  =  9,8553 195. 
/?  =  0,7 166705. 


,^  ,.    .      .   ,  1        1    /        0,00838876 

10.  rJeispiel.      q  = 


53,581  Y    0,042855  ]/4 18,89 

// 418,89  =  7,3779001)  (:2  (d.  i.  17,37  .  .  .  :  2) 

8,6889500 

// 0,042855  =1,3679985 

lg  0,00838876  =  7,9236978 

7,9806463:3  (d.  i.  27,98  .  .  .  :  3) 


9,3268821  ^       ,  . 
/^53,581  =  1,7290108  /  ^"'^^^• 

/^^  =  7,5978713. 
^  =  0,003961606. 


11.  Beis})iel.      r 


0,74386 


f   5,8993* )/0,0908O7' 
lg  0,090807  =  1,0418807  (•  4 
4,1675228:5 
0,8335046 


?^' 5,8993  =  9,2291995  (-4 
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0,8335046  (wiederholt) \  ^.^ 
6,9167980  i  ^^^' 


7,7503026  :  13  (d.  i.  i27,75  .  .  .  :  13) 


9,8269464  |     .^ 
/^ 0,74386  =  9,8714912  (-3  =  9,6144736  i  ''""• 

/^r  =  9,4414200. 
r  =  0,276325. 

0,78 

10  R   •      •   1  l    /  Q>0069681    • 

12.  Beispiel.      s=\  /   t — 

^  [/         1,9457' 

/^  1,9457  =  0,2890759 -5 

7^0,0069681  =7,8431144  I       . 

1,4453795  /  ^'^^^'^• 

6,3977349  :0,78. 

Vollständig  ist  dies  (6,3977349  —  10) :  0,78.  Um  den  unbrauch- 
baren negativen  Teil  10:0,78  zu  vermeiden,  hat  man  den  Loga- 
rithmus in  eine  einzige  negative  Zahl  zu  verwandeln. 

—  3,6022651:0,78 
oder  —360,22651  (:6 

—  60,0377517  (:  13 

/^5  =  _  4,6182886 

=  10  —  4,6182886—10 
/^^  =  5,3817114  — 10. 
i^  =  0,00002408304. 

0,4357998 

13.  Beispiel.     /=     l/o,6. 

lg  0,6       _  9,7781513-10 
^^~  0,4357998  ~~       0,4357998 
—  0,2218487  0,2218487 


0,4357998  0,4357998  * 

Diesen  Quotient  berechnet  man  wie  das  3.  Beisp.  im  29.  Satze. 
/^  0,2218487=9,3460569 
lg  0,4357998  =  9,6392870 

/^Quot.  =9,7067699. 
Folglich  ist  der  Quotient  =0,5090611. 

Nun   erst  ist  47^  =  — 0,5090611 ,  weshalb   auch  der  Quotient 
73tellig  berechnet  worden  ist. 

Scharig,  Lehrbuch  der  Arithmetik.    II.  Toll.  27 
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/^f=10  — 0,5090611  — 10 
/^^=  9,4909389  — 10. 
?=  0,3096984. 

7 

M.Beispiel.     ^  =  1^0,000081727'. 

Da  hier  die  Differenz  der  beiden  Kennziffern  des  Logarithmus 
der  Potenz  gröfser  als  10  wird,  so  ist  entweder  der  Logarithmus 
der  Basis  in  eine  einzige  negative  Zahl  zu  verwandeln  oder  die 
veränderliche  negative  Kennziffer  zu  benutzen. 

im  ersten  Falle: 

lg  0,000081727  =  5,9123656  —  10 
=  —  4,0876344  (-3 
=  —  12,2629032  (:7 
/^  .4  =  — 1,7518433 

=  10  —  1,7518433  —  10 
/^^=  8,2481567  —  10. 

^=0,01770748. 
Im  2,  Falle  entweder: 

lg  0,00008  .  .  .  =(0,9123656  —  5)  (•  3 
2,7370968—15  oder 
0,7370968  —  13. 

Um  durch  7  dividieren  zu  können,  ist  aus  der  negativen  Kenn- 
ziffer ein  Vielfaches  von  7  zu  bilden. 

(1,7370968  — 14)  (:  7 
7^^  =  0,2481567-2 
^  =  0,0177  ..  . 

oder:     7^0,00008  .  .  .  =  5,9123656 (-3 

13,7370968  (:  7  =  2,248  .  .. 
14 


17 
14 


33  u.  s.  w. 
/^^  =  2,2481567  (wie  oben). 

33,       Einige     Abkürzungen     beim     logarithmischen 
Rechnen. 

3 

I.Beispiel.     x^bYY. 

Nicht   immer  sind   die  Logarithmen   aller  Zahlen  eines  Aus- 
drucks   zu    benutzen,    vielmehr    wird    man    manche   Rechnungen 
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kürzer    ohne   Logarithmen    ausführen.     Hier   rechnet   man   nicht 
~~ — \-lgö,  sondern  berechnet  den  Ausdruck  V  b^-  A  =ybOO. 

ö 


2.  Beispiel,     y- 
Entweder  lgy  = 


ig'l 


4 

oder  t/  =  |/i-  =  l/ÖÄ 


3.  Beispiel,     z^ 


^19 


2:2 


19:2 


yi9:4 


Daher  Igz- 


12 


]/4,75         y^ 


u 


A   ^   -      •   ^  I      '^y_       I  /l/  121         l/l21 

4.  Beispiel.     u=  =    /    V  ~— —  ==  1/  ^r— -. 

4 

5.  Beispiel.  y  =  yi393\.  Verwandelt  man  den  gemeinen 
Bruch  in  einen  Decimalbruch,  so  erhält  man  139,27  mit  dem  Reste  3 
(Divisor  =  11).  Denkt  man  sich  daher  zur  Bestimmung  der  Man- 
tisse den  Numerus  =  13927y\,  so  kann  man  das  im  26.  Satze 
(III,  b,  2.  u.  3.  Beisp.)  angegebene  Verfahren  benutzen. 

7^13927=.,  1438576 

936 


85  = 


11 


(siehe  die  Tafel  zur 
Diff.  312,S.  13) 


Ig  1 39^  =  2,1438661  (:4 
/^j;  =  0,5359665. 
v  =  3,435314. 

6.  Beispiel. 


15  j/0,73 
550-111 


1^0,73 
110-37 


T/0,73 
4070  • 

27* 


420 
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/^ 0,73  =  9,8833229  (:2 

9,9316615 
/^  4070  =  3,6095944 


6,3220671  :9  (gedacht:  »6,322  .  .  .  :9) 


/^w  =  9,59 13408. 
n;  =  0,390248. 

7.  Beispiel. 

11 


m  = 


57f 


13\^ 


126,V-101-(j|-) 


401-11 


(If) 


7.1393-101 


4411 


17  \^ 


(t 


707-1393 


Daher   ^  {lg  Vi  — lg  13)  +  lg  4411  +  lg  707  -f  lg  1393.     Diese 
Summe  durch  11  dividiert  giebt  Igni. 

8.  Beispiel. 


n  =  0,078649'  \i     0,078649'  \  0,078649' l/o,078649' . 


Setze  0,078649  =  a.     Foldich; 

3  ;j 


I  /■ 

2     /  2 

n  =  a   \/     a 


3    3 

=  0,078649      '^ 
lgn  =  {z  —  -^j  -  /^  0,078649  =  (s  —  -^  j  •  8,8956932 

=  3 -8,8956932 -^^M^^^. 
27 

6,6870796  |       ,  , 

9^909972  ®^^*'^- 

/^w  =  6,7279799. 
w  =  0,0005345396. 
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34.     Negative  Numeri. 

Da  die  Logarithmen  negativer  Zahlen  unmöglich  sind  (siehe 
6.  Satz,  4.  Zus.,  111),  so  hat  man  bei  einem  negative  Zahlen  ent- 
haltenden Ausdrucke  entweder  nur  den  absoluten  Wert  zu  be- 
rechnen und  hierauf  das  Zeichen  hinzuzufügen,  wie  im  13.  Beisp. 

0  221 

des    32.  Satzes    bei    der   Berechnun«;   des    Quotient ^*  _,  '  '  ', 

^  0,4do  . .  . 

oder  man  fügt  dem  Logarithmus  eines  negativen  Numerus  rechts 

unten  ein  n  hinzu 

[z.B.  /^(— 7)  =  0,8450980 J, 

um   alsdann   mit   diesem  n  den  nachstehenden^  Regeln  gemäfs   zu 
rechnen. 

Ist  p  eine  positive  Zahl  und  sind  a,  b,  c,  d  negative  Zahlen, 
so  sind  die  Ausdrücke  pah,  pdbcd,   ^-—-,    -^-j-,  a  ,  a  positiv.   Ist 

nun  z.  B.  a'  = zu  berechnen,    so  erhalten   (weil  a.b.  c,d  ne- 

pcd 

gativ  sind)   Iga,  Igb,  Ige,  Ig  d  jenes  n.     Da  aber 

Iga  +  lgb  —  Ige  —  lg d=lgx  und  der  Num.  x  = r- 

ped 

positiv  ist,  so  fällt  im  Igx  das  n  weg. 

Werden  mithin  2,  4,  G  .  .  .  .  mit  7i  bezeichnete  Loga- 
rithmen addiert  oder  subtrahiert,  oder  wird  ein  mit 
n  bezeichneter  Logarithmus  mit  2,  4,  6  .  .  .  .  multi- 
pliciert,  so  verschwindet  das  n  im  Logar.  des  Re- 
sultats, weil  dasselbe  positiv  sein  mufs. 

,  3 5 

Dagegen  sind  pa,    — ,  pahe,  ,  a,  a  ,   V a,   V a  negative 

Ausdrücke.     Ist  nun  z.  B.  a;  =  — r—    zu    berechnen,     so    erhalten 

ahc 

(weil  a,  b,  c  negativ  sind)  lg  a,  lg  b.  Ige  jenes  n.     Da  nun 

Igp  —  lg a  —  Igb  —  lg c  =  lgx  und  der  Num.  x  =  -"^ 

aoc 

negativ  ist,  so  ist  dem  Igx  das  n  hinzuzufügen. 

Werden  daher  1,  3,  5,  7  .  .  .  mit  n  bezeichnete  Logarith- 
men addiert  oder  subtrahiert,  oder  wird  ein  mit  n 
bezeichneter  Logarithmus  mit  3,  5,  7  .  .  ,  multipli- 
ciert  oder  durch  3,  5,  7  .  .  .  dividiert,  so  behält  der 
Logar.  des  Resultats  das  n,  weil  der  zugehörige 
Numerus  negativ  sein  mufs. 
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3  T  2 

Beispiel     x= -^^ — sei  mit  a  =  — 1,03841,  &  =  — 0,57628, 

c  =  — 398879,9,  rf=  — 0,0097692  zu  berechnen. 
/^«  =  0,0163689„  (-3 

0,0491067^ 
lgh  =  9,7606335„  •  2  =  9,52 12670  —  1 0 
//c  =  4,3991578^^—  10 
// d  =  2,0101410„  (:  3  =  0,6700470^' 

/^a;  =  4,6395785^—10. 

Die  4  zu  addierenden  Logarithmen  enthielten  drei  n  und  folg- 
lich war  Igx  mit  n  zu  bezeichnen.  Wegen  dieses  n  aber  ist  x 
negativ.  a-  =  —  0,000004360924. 

35.     Logarithmen  an  Stelle  der  Numeri. 

Um  bei  einem  zu  berechnenden  Ausdrucke  (einer  Formel) 
nicht  erst  den  Logarithmus  einer  unveränderlichen  Zahl  aufsuchen 
zu  müssen,  setzt  man  an  die  Stelle  dieser  Zahl  ihren  in  Parenthese 
eingeschlossenen  Logarithmus. 

1.  Beispiel.  Ist  der  Radius  der  Kugel  =r,  so  ist  das  Vo- 
lumen derselben  =4,1887902  r'l  Um  nun  für  jedes  gegebene  r 
das  Volumen  zu  berechnen,  müfste  man  jedesmal 

lg  4,1887902  (=  0,6220886) 
aus  den  Tafeln  bestimmen.     Um  dies  zu  vermeiden,  schreibt  man: 

Volumen  der  Kugel  =(0,6220886) r'  .  .  .  .  (K) 

[Manche  schreiben  auch  0,6220886  r^]. 

Ist  beispielsweise  r  =  858,4779  geogr.  Meilen  (der  mittlere  Ra- 
dius der  Erde),  so  ist  die  Rechnung  folgende: 
lg  858,4779  =  2,9337291  (•  3 

8,8011873 
lg  jener  Constanten  =  0,6220886  (siehe  K) 

/^Volumen  =9,4232759. 
Volumen  der  Erde  =2650183000  Kubikmeilen. 

2.  Beispiel.  Ist  die  halbe  grofse  Achse  der  Ellipse  =a,  die 
halbe  kleine  Achse  ==&,  so  ist  ihr 

Umfang  =  (1,1272386) -(0  +  ^)  [0,296875 :^ — 1. 

L  ^.^a  +  hf+ab  ^ 
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Ist  z.  B.  a  =  6,  ö  =  5  Meter,  so  ist  der 


Umfang  =  (1 ,1272386)  •  (6  +  5) 


0,296875- 


6-5 


30    _  .  ,.2 


(6H-5f  +  6-5 

=  (1,1272386)  •  1 1  •  [0,296875 tk- 1 

L  ^+1   -• 


(1,1272386)  •  11  •  (^0,296875  — 
1  =  8,792500 
=  0,0620155 


8     + 


1 


16,125 
// 16,125  =  8,7925003,  daher: 
1 


16,125 
Umfang  =  (1,1272386)  •  11  •  0,2348595. 

Iff  jener  Constanten  =  1,1272386 

/^  11  =  1,0413927 

lg  0,2348595  =  9,3708082 

Iff  Umfang  =1,5394395. 
Der  Umfang  =  34,62896  Meter. 

36.     Unlogarithmische  Ausdrücke. 

1.     Es  ist  Iff (ab)  =-lga  +  lgh,  lg^  =  lga  —  lgh,  folglich  kann 

nicht  auch  lg{a-^h)  =  lg a^lgb  sein.  Ist  daher  die  Kenntnis  des 
lg{a-^h)  nötig  und  sind  a  und  b  erst  mit  Logarithmen  zu  berech- 
nende Ausdrücke,  so  nennt  man  a-\-  b  einen  unlogarithmischen 
(oder  nichtlogarithmischen)  Ausdruck.  In  diesem  Falle  ist  also 
Num.  a  aus  Ig a,  Num.  b  aus  Igb,  hierauf  a  +  ö  zu  berechnen,  um 
alsdann  lg{a-;\^b)  bestimmen  zu  können. 

1.  Beispiel.     x=  — ^ . 


n 


9876,5 -t-^O,  004619 

.3 

Hier  ist  zunächst  die  Zahl  ]/9876,5  zu  berechnen. 
/^  0876,5  =  3,994603]^(:  3 

«./^  1,3315344  =  21,45529. 

Diese  Gleichung  liest  man: 

^numerus  logarithmi  1,3315344  =  21,45529". 
Sie  bedeutet,  dafs  der  Numerus  des  Logarithmus,  welcher  1,3315344 
ist,  =21,45529  ist.     Hier  steht  hinter /^  kein  Numerus  und  rechts 
kein  Logarithmus,    wie   es  bisher  der  Fall  war,    sondern   auf  der 


424 
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linken  Seite  nach  n.  lg  (oder  num  lg)   ein  Logarithmus  und  rechts 
der  zugehörige  Numerus.*) 

Es  ist  also  ]/9876,5  =  21,45529. 

.5 

Nun  ist  auch  ]/o,004619    zu    berechnen    und   zwar   nur   auf 

3 

5  Decimalstellen,  weil  Y  r^ur  auf  5  Decimalen  bestimmt  ist! 
lg  0,004619  =  7,6645480  (:  5  [d.  i.  4  7,66  .  .  .  :  5] 
w/^r  9,5329096  =  0,341 12. 

Es  ist  also  1/0,004619  =  0,34112. 
Jetzt  geht  die  Aufgabe  über  in: 

1  1 


]/21,45529  + 0,34112        ]/21, 79641 
/^' 21,79641  =  8,6616150  (:  4  [d.i.  38,66.. 


:4] 


/^a:  =  9,6654038. 
x  =  0,4628112. 


2.  Beispiel.     y  = 


0,0469^47,8  —  3,1/957,1 


5  1/957,1  —  0,7891/47,8 

6 

Den  Bruch  kürze  man  zuvor  durch  1/47,8: 


/                          ^ 
/    0,0469-3)/ 

957,1 

47,8 

/         5l/^"'^ 
/          ""y     47,8 

6 

0,789 

1  /  957  1 
Zunächst  ist  nur  1/         '      zu  berechnen. 

7^957,1=2,9809573 
lg  47,8  =  1,6794279 

1,3015294  (:6 

w/ö- 0,21 69216  =  1,647865. 


*)  Diese  Bezeichnung  n.  lg  ist  von  den  gebräuchlichen  die  einzig  rich- 
tige, denn  sie  ist  der  goniometrischen  Abkürzung  aresin  analog. 
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,,       .  1/0,0469  — 3-1,647865     ...    ,,  „     i,      t       ^ 


5-1,647865  —  0,789 


3 


_  1  /  0,0469  —  4,943595   1/  — 
~i'  8,239325  —  0,789  ~  ^^   7 


4,896695 


(,450325 

/^(— 4,89  ...)  =  0,689903 1„ 
lg  7,45  .  .  .  =0,8721753 

9,8177278„(:3  [d.  i.  2  9,81  ...:3] 

/^y  =  9,9392426„. 
y  =  — 0,8694460. 
IL     Oft  lassen  sich  unloorarithmische  Ausdrücke  loo-arithmisch 


machen. 


I.Beispiel.     .r=  V  7,9682'  — 5,3927'  (unlogar.!) 
Dafür  x==V (7,9682  +  5,3927)  (7,9682  —  5,392"7y 

Dieser  Ausdruck  ist  logarithmisch,  da  der  aus  den  benutzten 
Logarithmen  gefundene  Numerus  direkt  zu  dem  Resultate  führt. 

^  ^   .      .   ,  ]/7,845  — ]/Ö;89     .     ,  ,, 

2.  Beispiel.     y  = Q^Y^m (unlogar.!) 

;i  3 

_  y7,845  yo,89 

^       0,61963        0,61963  * 

Dieser  Ausdruck  ist  logarithmisch,  denn  sind  die  beiden  Glie- 
der mit  Logarithmen  berechnet,  so  giebt  ihre  Differenz  unmittelbar 
das  gesuchte  y. 

3.  Beispiel.     2  =  )/26  «n  67"+ 13   (unlogar. ! ) 

Dafür  z  =  1/26  (sin  67"  +  -^  j  =  )/26(«w67"  +  5m30") 


1/...    .-.     .    67" +30"  67"  — 30" 


=  |/  26  •  2  •  .sin T^ cos 


2  2 

=  yb^sitTTAS"  Wcos  18"W  (logarithmisch!) 

37.     Summen-  und  Differenzlogarithmen. 

1.  Unlogarithmische  Ausdrücke  berechnet  man  bequemer  mit 
den  von  Gaufs  erfundenen  Summen-  imd  Differenzlogarithmen,  die 
jedoch  in  ihrer  ursprünglichen  Gestalt  ihrer  complicierten  Einrich- 
tung wegen  —  sie  enthielten  3  Columnen  A,  B,  C  —  wenig  Be- 
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achtung  fanden.  Zech  gab  denselben  eine  einfachere  Form,  indem 
er  sie  auf  2  verschiedene  Tafeln  reducierte,  die  eine  zur  Berech- 
nung des  Logarithmus  einer  Summe  (Additionslogarithmen),  die 
andere  zur  Berechnung  des  Logarithmus  einer  Differenz  (Subtrak- 
tionslogarithmen). Im  Jahre  1861  legte  der  Verfasser  vorliegenden 
Werkes  den  Herren  Professoren  Hankel  und  Scheibner  in  Leipzig 
auf  7  Stellen  berechnete  Summen-  und  Differenzlogarithmen  vor, 
die  endlich  mit  einer  Tafel  ein  ungemein  einfaches  und  praktisches 
Rechnen  zulassen.   Dieselben  gelangten  jedoch  nicht  an  die  Offent- 
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^= /^  (1 -f- x)  = /^  (1  + 0,1588181)  = /^  1,15881 81  =  0,0640153 
(s,  oben  die  1.  Tafel.   1.  Zeile,  letzte  Zahl). 

IL  lg a  und  Igh  gegeben  {lg a  beliebig  gröfser  oder  kleiner 
als  lg  b),  lffia-{-b)  gesucht. 

Auflösung.  Die  Differenz  lg a  —  Igb  suche  in  A  auf  und 
bestimme  das  zugehörige  B.  Alsdann  ist  lg  {a -^  f))  =  B  vermehrt 
um  den  zuerst  als  Subtrahend  benutzten  Logarithmus,  folglich 

^B  +  lgb. 

Der  grofse  Vorteil  dieser  Logarithmen  besteht  darin,  dafs  man 
lg{a-\-b)  unmittelbar  berechnet,  ohne  erst  die  Numeri  «  und  &  aus 
Iga  und  Igb  bestimmen  zu  müssen. 

Von  Vorteil  ist  es  übrigens  behufs  der  Bestimmung  des  B 
stets  den  kleineren  Logarithmus  um  den  gröfsern  zu  vermindern, 
weil  man  dann  mit  einer  kleinern  Differenz  (in  P.  P.)  rechnet. 

Beweis,  lg  a  —  lg  b  =^  A  =  lg  x ,  folglich  ist  .r  =  — .  Da  nun 
'ß  =  lg{\  -{-x)  ist,  wenn  A  =  lg x,  so  jst 

B-{-lgb  =  lgi{-{-x)-{-lgb  =  lgl^l+j^-{-lgb 


lg 


1+1-).. 


=  lg{h^d)  =  lg{a^b). 


I.Beispiel.     /^x-  =  4,6880637;    A/y  =  3,8893073.     /^(r-f-y) 
gesucht. 

Da  lg x^  lg II,  so  benutze  man  Igx  als  Subtrahend. 


/ör2/  =  3,8893073^       . 

/^a;  =  4,6880637  /  ^^^^^-  ....  (Y) 


A  =  9,2012436. 

Aus  der  1.  Tafel  oben: 

A  =  9,2012  giebt  B  =  0,0640564 

4 54,8 

3 41,1 

6    82,2 

lgx  =  4,6880637  (jener  Subthd.  Y) 


addiert ; 


/^(^•  +  ?/)  =  4,7521261. 

Probe.    Aus  /^a:  =  4,6880637  findet  man  mittelst  der  Bruhns- 
schen  Tafeln:  a;  =  48760 

aus  Ayj/  =  3,8893073:     y=    7750,1 

a:-|-y  =  565 10,1. 
Dieselben    Tafeln    geben    ///(.r -|-y)  =  A,  56510,1  =  4,7521261 
(wie  oben). 
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2.  Beispiel 


:=1/^ 


7n=f   0,72963* +  "Ko,0096129' 
/^  0,7 2963  =  9,863 1027  (-4 


^^0,72963^  =  9,4524108 
Ferner  /^  0,0096129  =  7,9828544  (-2 
25,9657088  (:3 


■V  0,0096' 


lg  Y  0,0096'  =  8,6552363. 
Anstatt  nun   die  Numeri   der  beiden  Glieder  und  aus   deren 

41 

Summe  die  y  zu  suchen  (s.  Aufgabe),  rechnet  man: 


3ubtr. 


/^Vo, 0096'  =8,6552363  | 
lg  0,72963*  =9,4524108  i 
A  =  9,2028255. 

A  =  9,2028  giebt  B  =  0,0642762 

2 27,4 

5 68,5 

5 68,5 

/^ 0,729*  =  9,4524108  . .  s.Z. 


(Z) 


add. 


/^ (,0,729* +  1^0, 0096V  =  9,51 66905  f:4 


/^;yj  =  9,879 1726. 
;w  =  0,7571337. 
III.     lg a  und  /^ft  gegeben  {lga>lgb),  lg{a  —  b)  gesucht. 

Auflösung.  Die  Differenz/^«  —  Igb  (der  abzuziehende  Lo- 
garithmus stets  der  kleinere!)  suche  in  B  auf  und  bestimme  das 
zugehörige  A.  Alsdann  ist  lg{a  —  b)  =  A  vermehrt  um  den  zuerst 
als  Subtrahend  benutzten  Logarithmus,  folglich  ^=A-\-lgb. 
[Vergl.  diese  Regel  mit  der  unter  II!] 

a 
Beweis,     lg u  —  lgb=^B  =  lg{{ -\-x),  folglich  ist  1  -\-x='  — 

und  x=~ 1.     Nun  ist 

b 

K-\-lgb=^lgx  +  lgb  =  lg{-''^  -  \^  ^  lg b  =^ lg\^'l  -  \)  b 

=-lg{a  —  b). 

1.  Beispiel     Aus  ^ya;  =  0,0276350  \    ,   ,  .         n  ,. 

^   I  nißrK^ii  \  ^Q\x  —  y)  zu  hnuen. 

id  /f7j/  =  9,1655411  S    ^^         ■" 

B  =0,8620939  (s.  oben  die  2.  Tabelle) 


un( 
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B  =  0,8620939  (wiederholt) 

8620799  giebt  A  =  0,7979 

140,0 
86,3  .  .      .  1 

537,0 

517,8  ....  6 


192,0  ....  2 
A  =  0,7979162  V  add 

lg  y=  9,1655411  (der  oben  benutzte  Sbthd. !)  )   ^""• 

/<7G^  — 2/)  =  9,9634573. 

Probe.     Aus  /^a:  =  0,0276350  findet  man  mittelst  der  Bruhns- 
achen  Tafeln  .r=  1,0657,  aus  /^?/ =  9,165541 1 : 
y  =  0,1464 


2.  Beispiel 


?/=0,9193;  /^  0,9193  =  9,9634573  (wie  oben). 
1 


y  yo,35789'  —  0,87707^ 
lg  0,35789  =  9,5537496  (•  3 
3  8,6612488  :4 


/^Vo,35'  =  9,6653122. 
Ferner  /^ 0,87707  =  9,9430343  (-7 
/^  0,87707^  =  9,6012401. 
Mit  Benutzung  der  Summen-  und  DifFerenzlogarithmen ; 

/^Vo,35' =9,6653122  ^       . 
/^  0,87707' =  9,6012401  ^ 

B  =  0,0640721  (s.  oben  die  1.  Tabelle) 
0701   giebt  A  =  9,20 13 

20,0 

13,7  ....  1 


63,0 
>4, 


54,8  ....  4 


82,0  ....  6 
A  =  9,2013146.  ,      ,, 

/^ 0,87707' =^,601 240 l_(s.  ob.  der  Subthd.)  S   ^  ^' 
lg  Wurzelbasis  =8,8025547  (: 2 
/^Nenner  =9,4012774 
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lg  Nenner  =  9,4012774  (wiederholt) 
/^' Nenner  =  0,5987226  = /^w. 
w  =  3,969379. 

I.Zusatz.  Ist  lg a  gegeben  und  wird  lg[\.-\-a)  gesucht,  so 
gehe  man  unmittelbar  mit  lga  =  K  in  die  Tafel.  Das  zugehörige 
B  ist  der  gesuchte  lg{\-\-a). 

Beweis.     A  =  /^a:,  B  =  /^(l +^). 

2.  Zusatz.  Ist  lg a  gegeben  und  wird  lg{a — 1)  gesucht,  so 
gehe  man  unmittelbar  mit  /^ « =  B  in  die  Tafel.  Das  zugehörige 
A  ist  der  gesuchte  lg{a —  1). 

Beweis.  Ist  B  =  /^(l+a),  so  ist  A==/^a:  (s.  oben).  Setzt 
man  x  =  a  —  1 .  so  ist  B  =  /^  (1  +  a  —  l)  =  lg  a  und  A  =  lg{a  —  1), 

3.  Zusatz,     lg  a  gegeben,  lg{\ — a)  gesucht. 

Mit  lß  =  lg'  a  bestimme  man  das  zugehörige  A ,  alsdann  ist 
lg  (1  —  «)  =  A  +  lg  a. 

Beweis.     Ist  B  =  /^(l +a:),  so  istA  =  /^a:.     Setzt  man  nun 

l  1 

B  =  lg'  a,  so  ist  lg{i  -\-x)=^  lg'  a  =  lg  — ,  folglich  l-{-x=  —  oder 

1 

a:  =^  1 .     Damit  geht  A-\-lga  =  lg  x  -\-  lg  a  über  in 


;^(,_i)+,,,=,,[(i_i) 


=  lg(a  —  \). 


4.  Zusatz.     lg{a-^b-\-c)  aus  lg  a,  Igb,  Ige  zu  finden. 
Aus  lg a  und  Igb  suche  zuerst  lg{a-\- b)  =  lg s,   alsdann  aus 
Igs  und  Ige:  /g  (s -\- c)  =  lg {a -^  b  +  e). 

Anmerkung.  Die  Summen-  und  Differenzlogarithmen  sind 
den  bisher  bei  unlogarithmischen  Ausdrücken  benutzten  Hilfswinkeln 
in  der  Hegel  vorzuziehen. 
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Schütte,  W.,  Das  Reich  der  Luft.  Frei  nach  C.  Flammarion.  Mit  zahlreichen 
Illustrationen.     VIII  u.  527  S.    Lex.  8.    geh.     10  M.,  eleg.  geb.     .     12  M. 

Der   Sternhimmel.     Eine   populäre   Darstellung    des  Weltgebäudes. 

Mit  zahlreichen  Textabbildungen,  2  Himmelskarten  und  lithographischen 
Tafeln.    VIII  u.  544  S.    Lex.  S.    geh.  10  M.,  eleg.  geb 12  M. 

Druck  von  C.  Grumbach  in  Leipzig. 


QA  Schurig,    B.   E.   Richard 
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